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Kapitel 1

Vorbereitungen

1.1 Grundlagen aus der komplexen Analysis

Im folgenden sei U eine offene Teilmenge der komplexen Zahlenebene. Fiir > 0 und zg € C sei

By (z0) = {2€C:|z—2z| <1},
By(z0) = {z€C:|z—2|<r} und
Sr(z0) = {z2€C:|z—2z|=r}.

Dabei sei S, (zp) positiv, d.h. entgegengesetzt dem Uhrzeigersinn orientiert.

Definition 1.1.1 FEine Abbildung f : U — C heifst holomorphe Funktion, falls f an jeder Stelle
z € U komplex differenzierbar ist, d.h., falls

o) m i LEE R I

fiir jedes z € U existiert.

Fiir eine holomorphe Funktion f : U — C und n € Ny := {0,1,2,...} bezeichne ™) die n-te
komplexe Ableitung von f. Insbesondere ist f(©) = f und f&) = f.

Satz 1.1.2 (Cauchysche Integralformel) Sei f: U — C holomorph. Ist B(z9) C U, so gilt

7™ (z) = ! /S( )(f(z)dz fir neNp.

- 2mi z — zg)" L

O

Bemerkung 1.1.3 Mittels der Parametrisierung ¢ : ¢ € [0, 27] — 29 +7re’ € S,(2) erhilt man,

daf 2 it
/ @) g,y [T otrel) gy
Sr(z0

) (Z _ Zo)n-i-l o 0 rneitn



Aus Satz 1.1.2 erhilt man unmittelbar

Folgerung 1.1.4 (Cauchysche Abschitzung) Sei f : U — C holomorph und B,(z9) C U.
Dann gilt

|7 (z0)| < 2 max{l7(:)] = € (200}

fiir jedes n € Ny. O
Satz 1.1.5 (Satz von Liouville) Ist f : C — C holomorph und beschrinkt, so ist f konstant.

Beweis. Da f beschriankt ist, ist
M :=sup{|f(2)| : 2 € C} < 0.
Da f auf ganz C holomorph ist, impliziert die Cauchysche Abschitzung fiir n = 1, dafl
}f’(z)’ < % fiir alle z € C und alle r > 0.

Also ist f/ = 0 und somit f konstant. O

Bemerkung 1.1.6 Nach Weierstrass heiflen holomorphe Funktionen f : C — C ganze Funk-
tionen. 0

Satz 1.1.7 (Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor) Sei f : U — C holomorph, und sei
B, (z0) CU. Dann konvergiert die Taylor-Reihe von f um zy, d.h. die Potenzreihe

B ) (20)

o0
n .
Z an(z — 20)" mit a, = "
n=0

auf By (20), und es gilt

f(z) = Zan(z —20)"  fiir alle z € By (20).
n=0
U

Satz 1.1.8 (Identitétssatz) Sei U C C zusammenhdngend und offen, und seien f,g: U — C
holomorph. Hat die Menge {z € U : f(z) = g(z)} einen Hiufungspunkt in U, so gilt f =g¢g. O

Satz 1.1.9 (Gutzmersche Formel) Sei f(z) =3 7 an(z — 20)" eine Potenzreihe mit Kon-
vergenzradius s > 0. Dann gilt fir r mit 0 <r < s:

o0 2
S fanPrin = 5 [ 1o+ rePdt < max{ )] - 2 € 5,00}
n=0



Beweis. Zunichst bemerken wir, dafl fiir m,n € Ny:

/27r Jtnm) gy _ { 0 fir m#n
0

2T fir m=n

zo—i—re E a,rtet”

und da diese Reihe gleichméfig in ¢ konvergiert, folgt

2

f(z0 +rel)e M dt = Z anr / t=m) 4t = 2ma,,r™ . (1.1.1)
0

Weiter ist

o
|f(z0 +re®) > = f(z0 +re") f(20 + reit) = Z anr™ (2o + re't) e
n=0

Da diese Reihe wiederum gleichméBig in ¢ konvergiert, kénnen wir mittels (1.1.1)

2m 00
/ |f(z0 + et dt = Zan f (20 + relt) "t"dt:2w2\an12r2n
0 n=0

ableiten.

Die Abschitzung
27
/ |f(z0 + 7“6“5)|2 dt <27 (max{|f(2)|: z € S’r(zo)})2
0
ist trivial. O

Satz 1.1.10 (Maximumprinzip) Sei U C C zusammenhingend und offen und f : U — C
holomorph. Hat |f| in zg € U ein lokales Maximum, d.h., existiert eine Umgebung Uy C U von
2o mit

[f(z0)| = [f(2)] fiir alle z € Uy, (1.1.2)

so ist f konstant.
Beweis. Da f holomorph ist, kénnen wir f nach Satz 1.1.7 in einer Umgebung von zg als Po-
tenzreihe

oo

= Z an(z — 20)"

n=0

darstellen. Nach Satz 1.1.9 gilt dann fiir kleine r > 0
\ao|2+2|a 220 < (max{|f(2)] : 2 € S (20)})? -

Andererseits folgt aus (1.1.2), dafl

|ao| = max{|f(2)| : z € 5:(20)} -



Somit mufl
o
Z |an‘2r2n < 0
n=1

gelten, was wiederum
apb=0 firneN

impliziert. Wir erhalten, daf
f(z) =ap fir z € By(z20).

Da U zusammenhéngend ist, folgt mit Hilfe von Satz 1.1.8, daf3

f=ag aufU.

Sei zg € U, und sei f : U \ {20} — C holomorph.

Definition 1.1.11 zy heifit hebbare Singularitit von f, falls f zu einer holomorphen Funktion
auf U fortgesetzt werden kann.

zo heifst Pol von f, falls zg keine hebbare Singularitit ist und ein solches n € N existiert, daf
die Funktion (z — z0)" f(2) holomorph auf U fortgesetzt werden kann.

Ist zg weder eine hebbare Singularitit noch ein Pol von f, so heifit zg wesentliche Singularitit
von f.

Satz 1.1.12 (Hebbarkeitssatz) z ist genau dann eine hebbare Singularitit der holomorphen
Funktion f : U\ {20} — C, wenn es eine solche Umgebung Uy C U wvon zy gibt, daf$ f auf
Uo \ {z0} beschrinkt ist. O

Satz 1.1.13 (Satz von Casorati-Weierstrass) Sei zo € U, und sei f : U\ {z0} — C holo-
morph. Ist zy eine wesentliche Singularitit von f, so existiert zu jedem a € C eine Folge (zy) in
U\ {z0} mit lim, 00 2, = 20 und lim,, o f(2,) = a.

Beweis. Wir nehmen an, dafl die Aussage falsch ist. Dann existieren ein a € C, eine Umgebung
Uy C U von zp und ein € > 0 mit

|f(z) —a] > ¢ furalle z € Uy \ {20}

Wir setzen )

g(z):m.

Dann ist g holomorph und beschrinkt auf Uy \ {zp}. Also ist zg nach Satz 1.1.12 eine hebbare
Singularitdt von g. Dies impliziert im Widerspruch zur Voraussetzung, dafl

f(z)=a+——

im Fall lim,_,,; g(z) # 0 eine hebbare Singularitét und im Fall lim,_,,, g(2) = 0 einen Pol in 2
hat. ]



1.2 Gruppen

Definition 1.2.1 FEine Gruppe ist ein Paar (G, -) bestehend aus einer nichtleeren Menge G und
etner bindren Operation
(91,920) EGXGrrg1-g2€G

mit:

(i) Fiir alle g1,92,93 € G gilt
91 (92-93) = (91 92) - 3.

(ii) Es existiert ein Element e € G mit der Figenschaft, dafs
e-g=g-e=g firallegeQG.
(iii) Zu jedem g € G existiert ein Element g~ € G mit
g-9 =g -g=e.
e wird neutrales oder Einselement von G genannt, g~ heifit inverses Element von g.

Bemerkung 1.2.2 (i) Fiir eine Gruppe (G, -) sind das Einselement e und das inverse Element

g~ ! von g € G eindeutig bestimmt.

(ii) Statt g1 - g2 werden wir hiufig g1 g2 schreiben. O

Beispiel 1.2.3 R, := (0,00), R* := R\ {0}, C* := C\ {0} und U(1) := {z € C: |2| = 1} sind
mit der Multiplikation als binédre Operation Gruppen. U

Beispiel 1.2.4 Die bijektiven Abbildungen f : X — X bilden zusammen mit der Verkniipfung
von Abbildungen, d.h. mit f; - fo := f1 o fo, wobei

fio fa(z) :== fi(fo(x)) fir z € X,
eine Gruppe. O

Lemma 1.2.5 Die Menge

SL(2,C) := {< CCL 2) ta,b,c,d e C und ad—bc:l}

ist mit der Matrizenmultiplikation eine Gruppe.

Beweis. Die Eigenschaft (i) aus Definition 1.2.1 erhilt man durch direktes Nachrechnen. Aufer-
dem sieht man sofort, dafl mit
(10
e i= ( Lo )

die Bedingung (ii) erfiillt wird. Schliefllich ist

(Ccl Z>_1:<_dc _ab> fiir (‘CL Z)GSL(ZC).



Definition 1.2.6 Sei (G,-) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G heifit Untergruppe von (G, -),
falls folgendes gilt:

(i) Sind g1,92 € H, so ist auch g1 - g2 € H.

(ii) Ist g € H, so ist auch g~' € H.

Bemerkung 1.2.7 Ist H eine Untergruppe von (G,-), so ist H mit der Einschrinkung der
bindren Operation - auf H eine Gruppe. g

Beispiel 1.2.8 Die Menge

SL(2,R) := {( ‘CL 2) ca,b,c,d € R und ad—bc:l}

ist eine Untergruppe von SL(2,C). O

Definition 1.2.9 FEine Abbildung f : G — H zwischen Gruppen G und H heifst Gruppenhomo-
morphismus, falls

flg1-92) = f(g1) - f(g2) fiir alle g1,92 € G
gilt.
Beispiel 1.2.10 Die Abbildungen
2eU1)— 2" e UQ1)

fir ein n € N und

2eU(l) — <S 2>€SL(2,C)

sind Gruppenhomomorphismen. O



Kapitel 2

Mobius-Transformationen

2.1 Die Automorphismen der Riemannschen Zahlenkugel

Sei C die disjunkte Vereinigung von C und {oo}, € := C U {oo}. Mittels stereographischer Pro-
jektion kénnen wir C als Riemannsche Zahlenkugel verstehen. Ist ndmlich S? die Einheitssphére
in C x R~ R3, d.h.

S?2:={((,6) eCxR:|(|P+&=1},

so wird durch

o(C,€) == 155 fiir (¢, €) # (0,1)

o fiir (C,€) = (0,1)
eine bijektive Abbildung o : S — C definiert. Die inverse Abbildung von o ist durch

2z |zP-1
_ fii C
o 1(2) = (|z2+1’|z|2—|—1> ur z €
(0,1) fiir z = o0

gegeben.
Wir definieren die Abbildung s : C — C durch

1

2 fir z € C*:=C)\ {0}
s(2):=9 0 fiir z = oo

00 fir z=0

Offensichtlich ist s o s = idg und folglich st =s.
Um von stetigen Abbildungen f : C — C reden zu kénnen, fithren wir folgendermaflen einen

Konvergenzbegriff auf C ein.

Definition 2.1.1 Eine Folge (z,) in C konvergiert gegen z € C, falls die Folge (0= (2y)) in S2
gegen o1 (z) konvergiert, d.h., falls

nh—{go ’0’_1(2) - 0_1(,2,1)} =0.



Bemerkung 2.1.2 Da die Einschrankung
. Q2
U‘SQ\{(OJ)} 1 ST\{(0,1)} = C

von o auf S?\ {(0,1)} ein Homdomorphismus ist, verallgemeinert Definition 2.1.1 den Konver-
genzbegriff von C, d.h., eine Folge (z,) in C C C konvergiert genau dann gegen z € C im Sinne
von Definition 2.1.1, wenn
lim |z — z,| =0.
n—oo
AuBlerdem sieht man, dafl eine Folge (z,) komplexer Zahlen z, genau dann gegen oo € C
konvergiert, wenn
lim |z,| = c0.
n—oo

Definition 2.1.3 Sei f : C—C stetig.
(i) Ist z € C und f(z) € C, so heifit f komplex differenzierbar in z, falls

o SR = )

h—0 h

existiert. Ist z € C und f(z) = oo, so heif§t f komplex differenzierbar in z, falls so f in z komplex
differenzierbar ist. f heifit komplex differenzierbar in oo, falls f o s komplex differenzierbar in 0
15t.

(ii) f heifit holomorph, falls f in jedem z € ¢ komplex differenzierbar ist.

Bemerkung 2.1.4 Nach Definition 2.1.3ist f : c-¢C genau dann eine holomorphe Abbildung,
wenn

):Cﬂf‘l((C)—><C,
):Cﬂf‘l(@*)ac,
:CNsof}C)—C und

f’(Cﬂf—l((C
Sof‘crwffl(@*
fOS‘Cﬂsoffl((C)
sofos‘cmsof,l(@) :CNnsof1(CH—C,

wobei C* := @\{0}, holomorphe Funktionen sind. Insbesondere ist s eine holomorphe Abbildung.
O

Wir setzen jetzt

Aut(C) := {f : C — C: f ist bijektiv und f und f~* sind holomorph} .

Bemerkung 2.1.5 Da die Verkniipfung holomorpher Abbildungen wieder holomorph ist, ist

Aut(C) mit der Verkniipfung eine Gruppe. Aut(C) wird Gruppe der holomorphen Transforma-
tionen von C oder Automorphismengruppe von C genannt. O



Im Rest dieses Abschnitts wollen wir Aut(C) explizit beschreiben, d.h., wir wollen alle Elemente

von Aut(C) auflisten.
Sei

Wir definieren eine stetige Abbildung L., : C — C durch

az+b
Ly(z2):= ot d (2.1.1)

Zunichst ist die rechte Seite von (2.1.1) nur definiert, wenn z € C und cz+d # 0. Ist cz+d = 0,
so ist az + b # 0, denn sonst wére

ad — bc = acz + ad — acz — bc = a(cz +d) — c(az +b) =0
im Widerspruch zu ad — bec = 1. Also impliziert die Forderung, da§ L., stetig sein soll, daf
L,(z) =00, fallscz+d=0.

Aus der Stetigkeit von L, folgt auBerdem, daf

L’Y(OO) - zlir(r)lo cz + - le}ﬂ@lo d
C

und somit

a
- fall 0

L(c)=1 ¢ alls ¢ #
00 fallsc =0

Bemerkung 2.1.6 Die oben definierten Abbildungen werden Mobius-Transformationen ge-
nannt. ]

Lemma 2.1.7 Fiir alle vy1,v2 € SL(2,C) gilt

L’y1’Y2 = L’Y1 © LV2 .

. al bl und . a9 b2

_ aias + bicy  arby + bids
Tz crag +dica  ci1be + dids

Beweis. Sei
Dann ist

und

a2z + by
Ly oLly(2) = Ly <M>

asz + bo
222
! coz + do
aoz + by

== 4d
Clcgz—i—dQ T

+ b

10



aj(azz + ba) + bi(caz + d2)

c1(agz + ba) + di(coz + da)

(a1a2 + blcg)z + a1bo + bido

(cra9 + dica)z + c1be + dida
= L"/l’YZ (Z) .

Satz 2.1.8 Fir alle v € SL(2,C) ist L, € Aut(C).

Beweis. Fiir jedes v € SL(2,C) ist L, bijektiv. Nach Lemma 2.1.7 ist ndmlich L1 die inverse
Abbildung zu L. Demzufolge miissen wir nur noch zeigen, daf§ L., fiir jedes

»y:(i Z)eSL(z,C)

holomorph ist. Dies folgt aber aus Bemerkung 2.1.4 und der Tatsache, dafl die Einschrinkungen
von

az+b cz+d bz+a dz +c
LV(Z):CZ_i_d, SoLﬂ,(z):m, Lvos(z):dz_’_c und SOLVOS(Z):bz—i—a
auf C rationale Funktionen sind. O

Aus Satz 2.1.8 folgt insbesondere, dafl jede Abbildung
z€Cr—azeC

fiir ein v € C* zu einem Automorphismus von C fortgesetzt werden kann. Setzen wir némlich
a O .
’y:z(o a_1> mit a? = a,

L,(?) = a*z = az.

so ist v € SL(2,C) und

Umgekehrt haben wir

Lemma 2.1.9 Sei f € Aut(C) mit f(0) =0 und f(oo) = co. Dann existiert ein a € C* mit
f(z) =az firzeC,

d.h., es ist

f=1Ly, mit fy::<8 a(_)1> fiir ein a € C*.

Beweis. Wegen f(oco) = oo ist f(C) = C. Die Einschrinkung von f auf C ist also eine bijektive
holomorphe Funktion von C auf C, deren inverse Funktion ebenfalls holomorph ist. Sei

o0
E anz"
n=0

11



die Potenzreihenentwicklung von f in 0. Dann ist ag = f(0) = 0. Da

1
FO) = (f10) = 7 -
( ) (f=1'(0)
gilt auBlerdem a; = f'(0) # 0. Also wird durch
f(z)
F(2) =
()= 11
eine holomorphe Funktion f : C — C mit
F(0)=a; £0 (2.1.2)
definiert. Da fiir f := so fos ebenfalls f(0) = 0 und f(c0) = oo gilt, kénnen wir analog schlieBen,
daf3 _
- f(z)
F(z):=
()= 1
eine holomorphe Abbildung F : C — C mit
F(0)#0 (2.1.3)
liefert.
Fiir z € C* haben wir
1 1
F(z)_f(z)_fos()_ z T :~1 . (214)
ST Tt R
Aus (2.1.3) und (2.1.4) folgt, da8
lim |[F(z)| = lim %— ~1 ‘:‘~ ‘<oo.
z—00 z—o0 | [f (5) w—0 F(w) F(O)

Also ist die holomorphe Funktion f : C — C beschrankt. Nach dem Satz von Liouville ist dann
F konstant o € C und somit
f(z) =az firalle z € C.

Wegen (2.1.2) gilt schlieBlich a # 0. O

Lemma 2.1.10 Fiir alle z,w € C existiert ein v € SL(2,C) mit

L,(z)=w. (2.1.5)

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dafl w = 0. Dann gilt (2.1.5) fiir

falls z € C, und fiir

falls z = oo.

12



Sei nun w € C beliebig. Wie wir eben gesehen haben, existieren 41, y2 € SL(2, C) mit L,(z)=0
und L., (w) = 0. Wir setzen v := 7, 'y und schlieBen mit Hilfe von Lemma 2.1.7, daB

Ly(2) =L Ly (2) = L3} (0) =w.

Die Hauptaussage dieses Abschnitts ist

Satz 2.1.11 Die Automorphismengruppe Aut(@) von C stimmt mit der Gruppe der Mdbius-
Transformationen tberein.

Beweis. Aufgrund von Satz 2.1.8 geniigt es zu zeigen, daf zu jedem f € Aut(@) ein v € SL(2,C)
mit f = L, existiert.

Sei also f € Aut(C), und sei w := f(00). Wir wenden Lemma 2.1.10 an und wéahlen v; € SL(2, C)
derart, daf8 L., (00) = w. Folglich gilt

Sei 2z := f~'o L, (0). Fiir
1 -z
Yo 1= < 0 1 > € SL(2,C)

haben wir dann
Ly,(2)=0 und L,(c0) =00,

woraus die Beziehungen

L,;ll ofo L;;(O) = L,;ll of(z) =0 und L;ll ofo L;;(oo) = L;ll o f(o0) = 00

folgen. Somit kénnen wir Lemma 2.1.9 auf L;ll ofolLr} e Aut(C) anwenden und erhalten, daf

. 0 .
L;ll of oL,;Q1 =L, mit 3= < 8 a1 > fiir ein a € C*.

Also ist
J =1Ly 0Ly 0Ly, = Loy, -
O

Unsere bisherigen Uberlegungen (vgl. Lemma 2.1.7, Satz 2.1.8 und Satz 2.1.11) zeigen, daB die
Abbildung

v € SL(2,C) — L, € Aut(C)
ein surjektiver Gruppenhomomorphismus ist. Fiir diesen Homomorphismus gilt aulerdem

Lemma 2.1.12 Fir v;,7v2 € SL(2,C) ist L, = L., genau dann, wenn ~y; = +7s.

13



Beweis. Aufgrund von Lemma 2.1.7 gilt L, = L., dann und nur dann, wenn L71

geniigt es zu zeigen, daf fiir v € SL(2, C) die Relation L, = id¢ zu

. 10
v ==+e mit e.—<0 1)

dquivalent ist.

Sei
a b
= < e d ) € SL(2,C).

az+b
cz+d

Ist Ly =idg, so gilt

=z firzeC

und somit

az+b=(cz4+d)z, dh c?+(d—-a)z—b=0 firzecC.

Daraus folgt
c=b=0 und a=d.

Nutzen wir nun ad — be = 1, so haben wir auflerdem
a?=1, dh a==+1.

Also ist v = *e.
Ist umgekehrt v = +e, so gilt offensichtlich L, = idg.

14

Y2

1= id@. Also



2.2 Die Automorphismen der komplexen Ebene

Definition 2.2.1 Fir eine offene und zusammenhdngende Teilmenge U von C sei
Aut(U) :={f : U — U : f ist bijektiv und f und f~' sind holomorphe Funktionen} .

Die Elemente von Aut(U) werden holomorphe Transformationen oder Automorphismen von U
genannt.

~

Man kann diese Definition fiir U C C formulieren, wenn man in Definition 2.1.3
Abbildungen f:U — C zuléaBt.

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Gruppe Aut(C). Ist f € Aut(C) mit f(o0) = o0, so ist
die Einschrinkung von f auf C ein Element von Aut(C). Wir werden zeigen, dafl man auf diese
Weise alle Elemente von Aut(C) erhélt.

Satz 2.2.2 Ist f € Aut(C), so ist f eine affine Transformation, d.h. von der Gestalt

f(z)=az+ 0 mitaeC* und g € C. (2.2.1)

Beweis. Sei f € Aut(C). Wir zeigen zunéchst, dafl 0 keine wesentliche Singularitéit der durch

f(2) = f(s(2))
definierten holomorphen Abbildung f : C* — C ist.

Dazu nehmen wir an, da 0 eine wesentliche Singularitit von f ist. Nach dem Satz von Casorati-
Weierstrass existiert dann eine Folge (z,) in C* mit

lim 2z, =0 und lim f(z,) = f(0).

n—oo n—oo

Da die Folge (z,) als konvergente Folge auch beschrinkt ist, haben wir
|zn| < M fiir alle n € N und ein M > 0.

Es folgt, daf

f(zn) € Ay fiir alle n € N,

= ({reciis 1)
Ay =(rH7" ({z eC: |z > z\14}>

Dies und die Stetigkeit von f~! implizieren, dafl Aj; eine abgeschlossene Teilmenge von C ist.
Demzufolge mufl

wobel

Da f injektiv ist, ist

f(0) = nh_}ngo flzn) € Ay

gelten. Das widerspricht aber der Tatsache, dal f bijektiv ist. Damit haben wir gezeigt, dafi 0
eine hebbare Singularitidt oder ein Pol von f ist.

15



Nach dem Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor ist f eine auf ganz C konvergente Potenzreihe,
also

f(z) = Zanz” fiir alle z € C.
n=0

Dann ist

f(z) = Z anz~ " fir alle z € C*.
n=0
Da 0 keine wesentliche Singularitiit von f ist, existiert ein solches ko € N, daB sich die Abbildung

zeC* - fz)eC

fiir jedes k > ko holomorph auf C fortsetzen 1af3t. Folglich ist
/ Ff(2)dz=0 fiir k> k.
S1 (O)

Dies gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz. Man erh&lt diese Aussage aber
auch, indem man die Cauchysche Integralformel fiir n =0 auf die Funktion
ZF1f(2) anwendet.

Andererseits ist

= 27miagyq -

Wir erhalten, dafl
ap, =0 fir k> kg

und somit f ein Polynom ist. Nehmen wir 0.B.d.A. ai, # 0 an, so haben wir

ko ko
f(z) = Zanz" = ag, H(z —by) .
n=0 n=1

Es bleibt zu zeigen, dafl kg = 1. Wire kg = 0, so wére f konstant und somit nicht injektiv.
Andererseits wiirde aus kg > 2 aufgrund der Injektivitat von f

by =...=bg, undsomit f'(by)=0
folgen. Da auch f~! holomorph ist, gilt aber
£ (F7) (f(01) =1 und somit f'(b1) #0.
O

Da offensichtlich jede affine Transformation von C auch eine holomorphe Transformation von C
ist, haben wir

Folgerung 2.2.3 Aut(C) stimmt mit der Gruppe der affinen Transformationen von C iberein.
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Bemerkung 2.2.4 (i) Mit nur wenig mehr Aufwand la8t sich zeigen, dafl bereits jede injek-
tive holomorphe Abbildung f : C — C affin ist. [vgl. Remmert: Funktionentheorie 1,
Abschnitt 10.2.2]

(ii) Satz 2.2.2 impliziert Lemma 2.1.9. Ist ndmlich f € Aut(C) mit f(oo0) = oo und f(0) = 0, so
ist die Einschrinkung f von f auf C ein Element von Aut(C). Also hat f nach Satz 2.2.2 die
Gestalt (2.2.1). Dabei mufl 5 = 0 gelten, da wir zusétzlich f(0) = 0 haben. O

Sei Auto(C) die Untergruppe von Aut(C), die von den Automorphismen gebildet wird, die oo
als Fixpunkt haben, also

Autoo(C) == {f € Aut(C) : f(o0) = o0} .
Satz 2.2.5 Die Abbildung ) ) )
f € Auto(C) — f‘c € Aut(C)
ist ein Isomorphimus (d.h. ein bijektiver Gruppenhomomorphismus).
Beweis. Offensichtlich ist die angegebene Abbildung ein injektiver Gruppenhomomorphismus.

Es bleibt zu zeigen, dafi die Abbildung auch surjektiv ist. Sei also f € Aut(C). Nach Satz 2.2.2
gilt dann (2.2.1). Setzen wir

’y::<a a?1> mit a®>=a und bzé,

a

so ist v € SL(2,C) und
f= L’Y‘(C'
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2.3 Die Automorphismen der Einheitskreisscheibe und der obe-
ren Halbebene
Bezeichne D die Einheitskreisscheibe und H die obere Halbebene von C, also
D:={ze€C:|z| <1} und H:={z€C:Im(z)>0}.

Wie iiblich sei
St:=81(0)={z€C:|z| =1}.

Wir beginnen mit der Berechnung von Aut(D). Dafiir benutzen wir das Schwarzsche Lemma.

Satz 2.3.1 (Schwarzsches Lemma) Sei f : D — D eine holomorphe Funktion mit f(0) = 0.
Dann gilt
If(2)| < |2| fiir allez€ D und |f(0)] <1.

Gibt es wenigstens einen Punkt zo € D\ {0} mit |f(z0)| = |z0| oder gilt | f'(0)| = 1, so ist f eine
Drehung um 0, d.h., es gibt ein o € S* mit

f(z) =az fir alle z € D.

Beweis. Nach dem Entwicklungssatz von Cauchy-Taylor ist
f(z) = ianz" fir z € D.
n=0
Wegen f(0) =0 ist ap = 0. Also wird durch
g(x) =T gz e D\ {0} wnd g(0) = //(0) = a

eine holomorphe Funktion g : D — C definiert. Da |f(2)| < 1 fiir jedes z € D, gilt

max{|g(z)| : z € Sp(0)} <

S

fiir jede positive reelle Zahl r < 1. Aus dem Maximumprinzip folgt dann, dafl

max{|g(=)| : € B(0)} <

S|

Wire ndmlich

max{|g(z)|: z € B;(0)} > max{|g(z)| : z € S;(0)}, (2.3.1)

so héitte |g| in einem Punkt z; € B,(0) ein lokales Maximum und wére nach dem Maximumprin-
zip im Widerspruch zur Annahme (2.3.1) konstant. Indem wir r gegen 1 streben lassen, erhalten
wir, daf}

lg(z)| <1 furalleze D

und somit
If(2)] < |2| firalleze D und |[f'(0)] =|g(0)] <1.

Ist |f/(0)] = 1 oder | f(20)| = |20] fiir ein zg € D\ {0}, so ist

lg(0)] =1 oder |g(z0)]=1. (2.3.2)
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Folglich nimmt |g| in D ein Maximum an. Nach dem Maximumprinzip ist dann g konstant o € C
und somit
f(z) =az firalle z € D.

Benutzen wir nochmals (2.3.2), so erhalten wir o € S*. O
Fiir die Automorphismen von D ergibt sich
Folgerung 2.3.2 Jeder Automorphimus f € Aut(D) mit f(0) = 0 ist eine Drehung um 0.

Beweis. Ist f € Aut(D) mit f(0) = 0, so liefert die Anwendung des Schwarzschen Lemmas auf
fund 71, daB

[f(2) < [z] und |z = |f7H(f(2))] < [f(2)] fiir alle 2 € D.
Es gilt also stets |f(z)| = |z|, woraus wiederum mit Hilfe des Schwarzschen Lemmas
f(z) =az fiiralle 2 € D und ein o € S*

folgt. t

suit 1) = {

Lemma 2.3.3 SU(1,1) ist eine Untergruppe von SL(2,C).

Sei
2) ta,b e C und \a!2—]b]2:1} .

SR

Beweis. Offensichtlich ist SU(1,1) C SL(2,C). Sei
v = ( 9 b > e SU(1,1) fiir j = 1,2.
bj aj
Dann liegen auch
Nl = a;  —b; und gy = (192 +biba  arby + biag
J —bj a; L2 aibs + bias ajas + bibs

in SU(1,1), denn

|arag + bibo|” — Jarbe + braal* = |a1]*|ag|* + [b1[*[ba]* — |as|*[b2|* — [b]*[az]®
= a1f? (laz]?* = |b2f*) — [ba]* (Jaz]® — [b2]?)
= a1 = [bu]?
= 1.

Die Bezeichnung SU(1,1) riihrt daher, daB

SU(1,1)—{7€SL(2,(C):7<[1) Y )f—(é Y )}

Auflerdem haben wir
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Lemma 2.3.4 Fir alle 21,22 € D existiert ein v € SU(1,1) mit

Lv(zl) = Z92.
Beweis. Seien z1, 29 € D. Fiir j = 1,2 setzen wir

b 1 :
'yj::<C—LJ J> mit aj := —————= und b; = i

bj aj V1=l VI-lg5P
Dann ist v; € SU(1,1) und L., (0) = z;. Fiir v := Y277 ! erhalten wir

Lo(21) = Loy 0 L3 (21) = Loy (0) = 22.

]
Lemma 2.3.5 Fir jedes v € SU(1,1) ist Ly (D) = (D).
Beweis. Sei z € D und
a b
Dann ist
(lal* = BI?) [2* < |al? = b,
d.h.
lal?|2* + [b* < [bf*[2[* + |al*.
Es folgt, daf
laz + 0> = |af*|z]* + abz + @bz + |b]?
< |b?|2|* + abz + abz + |al?
= |bz +al?
und somit )
az+b
(o) = 1220y
bz + a|
Also gilt
L,(D) C D fiir jedes v € SU(1,1).
Da mit 7 aber auch y~! in SU(1,1) liegt, haben wir auch
L,+(D)C D, dh. DCL,(D) fir jedes v € SU(L,1).
O

Nach Lemma 2.3.5 ist die Einschrénkung von L., auf D fiir jedes v € SU(1, 1) ein Element von
Aut(D). Es gilt auch die Umkehrung:

Satz 2.3.6 Der Gruppenhomomorphismus

v eSU(L,1) v L, |, € Aut(D)

1lp

st surjektiv.
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Beweis. Sei f € Aut(D). Nach Lemma 2.3.4 existiert ein v € SU(1,1) mit L(0) = f(0). Dann
ist L,—1 0 f € Aut(D) und L,-1 o f(0) = 0. Also existiert nach Folgerung 2.3.2 ein a € S* mit

-1 o ..
Ly o f(z) =az firallez € D.

ag O .
70::<0 (_10> mit a%:a,

Setzen wir nun

so ist 7o € SU(1,1) und

LYo f(2) = Lyy(2), dh.  f(2) = Lyy(2) fiiralle z € D.

Sei

Autp(C) :={f € Aut(C) : f(D) = D}.

 f
Offensichtlich ist Autp(C) eine Untergruppe von Aut(C). Eine Konsequenz der bisherigen Uber-

legungen ist

Folgerung 2.3.7 Die Abbildung
f € Autp(C) — f|, € Aut(D) (2.3.3)
ist ein Isomorphismus.
Beweis. Dal der Gruppenhomomorphismus (2.3.3) injektiv ist, folgt aus dem Identitétssatz. Daf3
(2.3.3) auch surjektiv ist, sieht man mittels Satz 2.3.6. Ist ndmlich f € Aut(D), so existiert nach
diesem Satz ein v € SU(1, 1) mit
f= L’Y}D'
O

Wir kommen jetzt zur Bestimmung der holomorphen Transformationen der oberen Halbebene
H. Dazu betrachten wir die Untergruppe SL(2,R) C SL(2,C) (vgl. Beispiel 1.2.8).

Lemma 2.3.8 Seiy = < CCL Z > € SL(2,R) und sei z € C mit cz +d # 0. Dann gilt
Imz
Im L = —.
m Ly (2) lez + d|?

Beweis. Da die Koeflizienten von -y reell sind, kénnen wir

az—i—b_af—i—b_ ad — be (2 2) = 2i Im 2z
cz+d cz+d |ez+d? ez +dJ?

2iIm L (z) = L (2) — Ly(2) =
schlieflen. 0
Folgerung 2.3.9 Fir jedes v € SL(2,R) gilt L,(H) = H.
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Beweis. Nach Lemma 2.3.8 gilt Im L+ (z) > 0 fiir v € SL(2, R) dann und nur dann, wenn Im z > 0.
Dies liefert die Behauptung. O

Folgerung 2.3.9 sagt uns, daf} die Einschrankung von L, auf H fiir jedes v € SL(2,R) in Aut(H)
liegt. Die Umkehrung dieses Sachverhalts werden wir mit Hilfe der Cayley-Transformation auf
Satz 2.3.6 zuriickfiihren.

Die Cayley-Transformation ho : H — D ist durch

z—1

he(z) = o

definiert. Wie man leicht verifiziert, ist ho bijektiv. Aulerdem sieht man, daf

. 1-1i/1 —i
hC:LVc‘H fiir ’yc::2<1 ; >€SL(2,C).

Folglich sind h¢o und hél = L751 ’ p holomorph.

Lemma 2.3.10 Ist v € SU(1,1), so ist y5'y7c € SL(2,R).

-

Dann ist vglfwc € SL(2,C). Also geniigt es einzusehen, dafi die Koeffizienten von vglfwc reell
sind. Dies erhilt man, indem man unter Benutzung von

1 i i
e = -1 )
die Beziehung

’Yal’Y’YC:;(i 1i><% 2><1 _ii>:<%fr(1?a++b())) E]ZEZ_Z%)

nachrechnet. O

Beweis. Sei

>

2 ) e SU(1,1).

Bemerkung 2.3.11 Die Abbildung
v € SU(1,1) = 75 vyc € SL(2,R)

ist sogar ein Isomorphismus. ([l

Satz 2.3.12 Der Gruppenhomomorphismus

v € SL(2,R) v L, |, € Aut(H)

i

st surjektiv.
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Beweis. Sei f € Aut(H). Dann ist ho o f o hg' € Aut(D). Also existiert nach Satz 2.3.6 ein
v € SU(1,1) mit

hcofohEI:L70|D.

Demnach gilt
f(z) = hEI oLy, 0ohc(z) = Lvélv(wc(z) fiir alle z € H.

Da ’yal'yo'yc nach Lemma 2.3.10 in SL(2,R) liegt, folgt die Behauptung. O
Analog zu Folgerung 2.3.7 beweist man

Folgerung 2.3.13 Die Abbildung
feAuty(C)— f|, € Aut(H) mit Auty(C) :={f e Aut(C): f(H) = H}

st ein Isomorphimus. O
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2.4 Fixpunkte und Normalformen

Zunichst wollen wir zeigen, daf} eine M&bius-Transformation L., # ids entweder genau einen

oder genau zwei Fixpunkte besitzt. Dazu werden wir C mit dem komplex projektiven Raum
CP! identifizieren.

Definition 2.4.1 Der komplex projektive Raum CP! ist der Faktorraum

CP' == (C*\ {0})/ ~c-,

wobei die Aquivalenzrelation ~c+ auf C?\ {0} dadurch definiert ist, daf wy ~c+ wa genau dann
gilt, wenn ein a € C* mit wy = aws existiert.

Die Aquivalenzklasse von (w® w') € C2\ {0} beziiglich ~c+ wird mit [w® : w'] bezeichnet.
Bemerkung 2.4.2 Offensichtlich gilt wy ~c+ wo fiir wi,wy € C?\ {0} genau dann, wenn w;
und wy denselben eindimensionalen komplexen Unterraum von C? erzeugen. Somit kann CP*

mit der Menge der eindimensionalen komplexen Unterrdume von C? identifiziert werden. g

Wir definieren j : CP' — C durch

w’ o
j([wo : wl]) S fir w' #0
o0 fiir w! =0

Wie man leicht sieht, ist die Abbildung j bijektiv. Die inverse Abbildung j~! ist durch
iTH2)=[2:1] firzeC und j '(c0)=[1:0]

gegeben. Die Abbildung j7'o L, o0 : CP! — CP! fiir v € SL(2, C) bezeichnen wir ebenfalls mit
L.,. Damit haben wir
Lyoj=joL, fir jedesy e SL(2,C). (2.4.1)

Sei p : C2\ {0} — CP! die kanonische Projektion, also
p(w) := [w®: w'] fiir w= (v, w') € C2\ {0}.

Die Elemente von SL(2, C) verstehen wir als lineare Abbildungen v : C? — C2. Das heifit, fiir

’y:(z Z)GSL(Q,(C) und  w = (w°, wh) € C?

ist
y(w) =wAT = (aw® + bw!, cw® + dw').

Offensichtlich gilt

(7172)(w) = y1(y2(w))  fiir 1,2 € SL(2,C) und w € C2.
Lemma 2.4.3 Fiir jedes v € SL(2,C) gilt
poy=_Lyop.

24



Beweis. Sei
v = ( CCL Z ) €SL(2,C) und w= (v’ w') e C?.

Dann ist
p(v(w)) = [aw® + bw' : cw® + dw'].

Andererseits ist

wO
Ly(p(w)) = Ly([u’: w']) = Lyoj! <>

w
0 a’l +b
— i-lg I <w> _ -1 wl
g T\ w! g cg—? +d
0 b 1
N il [aw® + bw' : cw® 4 dw']
cw® 4 dw!
fiir wy # 0 und
. . a
Ly (p(w)) = Ly ([ : 0]) = 57" 0 Ly(00) = 57 (£) = fa: ] = [au® : cu”]
fiir w1 = 0. ]

Satz 2.4.4 Eine Mobius-Transformation L. # idg besitzt entweder genau einen oder genau
zwet Fixpunkte.

Beweis. Aufgrund von (2.4.1) geniigt es zu zeigen, dafl eine von der Identitdt verschiedene
Transformation L. : CP! — CP! mindestens einen und héchstens zwei Fixpunkte besitzt.

Sei w € C? \ {0}, und sei p(w) € CP! ein Fixpunkt von L., d.h.
Ly(p(w)) = pl(w).
Nach Lemma 2.4.3 gilt dann
p(y(w)) = p(w) und somit y(w) =aw fiir ein a € C*.

Folglich ist p(w) genau dann ein Fixpunkt von L., wenn w ein Eigenvektor der linearen Abbil-
dung v ist. Da eine komplex lineare Abbildung mindestens einen Eigenvektor besitzt, existiert
damit wenigstens ein Fixpunkt von L.,.

Wir nehmen jetzt an, daB p(w1), p(ws), p(ws) € CP! drei verschiedene Fixpunkte von L. sind.
Dann ist

wg = frwy + Gowg  mit Gy, By € C*.

Wegen
v(wg) = agwy,  fir ein a, € C* und k =1,2,3

erhalten wir, dafl
Y(w3) = agbrwr + azfows und  y(ws) = fraqwy + Pacows .
Da {w,wa} linear unabhingig ist, folgt
a1 =ag = ag.
Also ist 7 ein Vielfaches der Identitdt und somit L, = idgp:. O

Als néchstes wollen wir die Konjugationsklassen (siehe folgende Definition) von Mobius-
Transformationen bestimmen.
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Definition 2.4.5 Zwei Elemente g1 und gs einer Gruppe G heiffen konjugiert, falls ein gy € G
mit go = goglgal existiert. Wir schreiben dann g1 ~ go.

Die folgende Definition ist durch Lemma 2.1.12 gerechtfertigt.

Definition 2.4.6 Fiir eine Mdébius-Transformation f = L. definieren wir

T(f) = Tr(7)
Lemma 2.4.7 Sind f1 und fo zwei konjugierte Mobius-Transformationen, so gilt:

(i) fi1 und fo haben dieselbe Anzahl von Fizpunkten.

(i) Tr*(f1) = Tr*(f2).

Beweis. Ist fo = foo fio fy ! fiir ein fy € Aut(@), so ist zg € C genau dann ein Fixpunkt von
f1, wenn fo(zp) ein Fixpunkt von fy ist. Dies liefert (i). Die zweite Behauptung folgt aus

Tr (vomivg ') = Tr(m1)  fiir 70,71 € SL(2,C).
0

Wir definieren my € Aut(C) fiir o € C* durch my(2) := az, falls a # 1, und my(z) == z + 1.
Dann ist

Mq = Ly, fiir 'ya:<8 a(_)1> mit a? = a,

falls a # 1, und

. 11
my = L, fir 'yl:(o 1).

Demzufolge ist
1
Tr}(me) = a+ — + 2. (2.4.2)
o

Der néchste Satz besagt, dal die m, Normalformen von Mébius-Transformationen sind.

Satz 2.4.8 Flir jede Mébius-Transformation f # idg existiert ein o € C* mit f ~ mq.

Beweis. Sei f € Aut(C) und f # ida. Nach Satz 2.4.4 hat f mindestens einen Fixpunkt zo € C.
Nach Lemma 2.1.10 kénnen wir f1 € Aut(C) derart wiihlen, daB fi(z0) = co. Fiir f := fiofof;?
gilt dann f(oco) = oo und somit (vgl. Satz 2.2.2)

f(2) =az+f mitaeC* und § € C.

Hat f einen zweiten Fixpunkt, so hat nach Lemma 2.4.7 auch f einen weiteren Fixpunkt.

A~

Demzufolge ist « # 1. Wir definieren dann fo € Aute(C) durch
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und erhalten

fQOJ?OfQ_l(Z):ﬁOJE(Z—Cfl) = fo <az—a6> =z,

also

(faofi)ofo(faofi)™h =ma.

Hat f nur einen Fixpunkt, so mufl & = 1 und 8 # 0 sein. In diesem Fall definieren wir fy €

A~

Auto(C) durch

z
fa(z) := ik
Damit ist
fao fofy'(2) = fao f(B2) = fa(Bz+B) = 2+1,
d.h.
(faofi)o fol(faofi) ' =my.

O

Bemerkung 2.4.9 Satz 2.4.8 kann auch mit Hilfe der Jordanschen Normalform bewiesen wer-
den. Danach ist jede von e verschiedene Matrix v € S1(2,C) zu

11 -1 1 a 0 Lo .
(O 1>, <O _1> oder <0 a1> fiir ein a € C

konjugiert. O

Der néchste Satz gibt eine vollstdndige Beschreibung der Konjugationsklassen von Mobius-
Transformationen.

Satz 2.4.10 Seien f1 und fo zwei von der Identitit verschiedene Mdbius-Transformationen.
Dann gilt fi ~ fo dann und nur dann, wenn Tr2(f1) = Tr?(fo).

Beweis. Die eine Richtung der Aussage ist Lemma 2.4.7(ii).

Es gelte Tr?(f,) = Tr?(f2). Nach Satz 2.4.8 existieren ay, as € C* mit f; ~ Me, und fo ~ meq,.
Wegen Lemma 2.4.7(ii) gilt dann auch

Tr(me, ) = Tr(ma,)

d.h. (vgl. (2.4.2))

1 1

Mt —+2=ay+—+2.

(05] a9

Die letzte Relation ist dquivalent zu
a%ag + a9 = ala% +a1 bzw. (apag —1)(ag —ag) =0.

Demnach ist oy = a9 oder o = a2_1. Ist @« € C* und «a # 1, so ist my ~ my-1, denn

z

50 Mma 0 5(2) = 5 0m (i) =s(2) =2 =ma(a).

z (0]

Damit folgt, daBl mq, ~ mq, und somit auch f; ~ fo. O
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Definition 2.4.11 Sei f # idy eine Mdbius-Transformation.
(i) f heifit parabolisch, falls f ~ m;y.
(ii) f heifst elliptisch, falls f ~ mg fiir ein o € SY, o # 1.
(iii) f heifit loxodromisch, falls f ~ mg fir ein o € C* mit |a| # 1.

Auflerdem nennt man eine lozodromische Transformation hyperbolisch, falls f ~ mg fiir ein
€ (0,00), a # 1.

Bemerkung 2.4.12 Eine Mobius-Transformation f ist genau dann parabolisch, wenn f genau
einen Fixpunkt hat (vgl. Lemma 2.4.7(i) oder den Beweis von Satz 2.4.8). O

Satz 2.4.13 Fir eine Mobius-Transformation [ # idg gilt:

(i) f ist genau dann parabolisch, wenn Tr*(f) = 4.

(ii) f ist genau dann elliptisch, wenn Tr2(f) € [0,4).

(i4i) f ist genau dann lozodromisch, wenn Tr?(f) ¢ [0,4].

(iv) f ist genau dann hyperbolisch, wenn Tr?(f) € (4, 00).
Beweis. Wir zeigen (i), (ii) und (iv). Die Aussage (iii) ist eine Konsequenz von (i) und (ii).
Sei f ~ mgq. Dann ist (vgl. Satz 2.4.10 und (2.4.2))

T2 (f) :a+$+2.

Ist f parabolisch, so ist & = 1 und Tr?(f) = 4. Umgekehrt folgt aus Tr?(f) = 4, daB a = 1 und
somit f parabolisch ist. Damit ist (i) bewiesen.

Ist f elliptisch, so ist o = e fiir ein # € R mit cosf # 1. Dann ist
Tr(f) = 2cosh + 2,

woraus Tr?(f) € [0, 4) folgt. Zum Beweis der Umkehrung schreiben wir a = rel fiir ein r € (0, 00)
und 6 € R. Damit ist

T2 (f) = (r+i> cos@+2+i<r—i> sinf . (2.4.3)

Daraus sehen wir, daB » = 1 oder sinf = 0, falls Tr?(f) € R. Ist sinf = 0 und r # 1, so ist
cosf =+1und r+r~1 > 2, was

<r+i> cosf +2 ¢ [0,4]

impliziert. Also folgt aus Tr?(f) € [0,4), daB 7 = 1 und cosf # 1, d.h. o € S! und a # 1, was
bedeutet, dal f elliptisch ist. Damit haben wir (ii) gezeigt.

Ist f hyperbolisch, so ist & € (0,00) und a # 1. Folglich mu8 Tr?(f) € (4,00) gelten. Ist
Tr2(f) € (4,00), so schlieft man mit Hilfe von (2.4.3), da a € (0,00) und a # 1, also f
hyperbolisch ist. 0

Eine unmittelbare Konsequenz aus Satz 2.4.13(iv) ist

Folgerung 2.4.14 Ist v € SL(2,R) und L., lozodromisch, so ist L., auch hyperbolisch. O
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Kapitel 3

Kleinsche Gruppen

3.1 Definition und Beispiele

Im weiteren werden wir fiir Mobius-Transformationen f und g statt f o g einfach fg schreiben.

Sei G eine Gruppe von Mobius-Transformationen, d.h. eine Untergruppe von Aut(C).

Deﬁlglition 3.1.1 Die Limesmenge A(G) von G ist die Menge aller Punkte z € C, fir die ein
w € C und eine Folge (gn) in G mit

(i) z = Jin;ogn(w) und
(ii) gn # gm fiir n #m

existieren. Die Menge Q(G) := C\ A(G) heift Diskontinuititsbereich von G.

Bemerkung 3.1.2 Insbesondere ist ein Punkt z € @, welcher Fixpunkt von unendlich vielen
g € G ist, ein Element von A(G). O

Definition 3.1.3 G heifit Kleinsche Gruppe, falls Q(G) # 0.

Im Rest dieses Abschnitts werden wir sowohl elementare Eigenschaften der Limesmenge angeben
als auch einfache Beispiele fiir Kleinsche Gruppen betrachten.

Satz 3.1.4 Ist G endlich, so ist A(G) = 0. Insbesondere ist jede endliche Untergruppe von

A~

Aut(C) eine Kleinsche Gruppe.

Beweis. Ist G endlich, so existiert keine Folge (g,,) in G mit g, # g, fiir n # m. Somit folgt die
Behauptung direkt aus Definition 3.1.1. g

Satz 3.1.5 Ist Gy eine Untergruppe von G, so ist A(Go) C A(G). Insbesondere ist eine Unter-
gruppe einer Kleinschen Gruppe wieder eine Kleinsche Gruppe.

Beweis. Die Behauptung ist offensichtlich. O
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Satz 3.1.6 Die Mengen A(G) und Q(G) sind G-invariant, d.h., fir jedes g € G gilt g(A(G)) =
A(G) und g(QUQG)) = Q(G).

Beweis. Da Q(G) = C\ A(G), geniigt es zu zeigen, da A(G) G-invariant ist.

Sei g € G beliebig und z € A(G). Dann existieren ein w € C und eine Folge (g,) in G mit
z = lim g,(w) und g, # g fiir n #m. Da g : C — C stetig ist, folgt
n—oo

9(z) = lim g(gn(w)) = lim (ggn)(w).

AuBlerdem gilt gg, # ggm fir n # m. Also ist g(z) € A(G), d.h., wir haben g(A(G)) C A(G).
Da dies fiir jedes g € G gilt, haben wir auch ¢~ }(A(G)) € A(G), d.h. A(G) C g(A(G)). O

Satz 3.1.7 Fiir eine Mébius-Transformation f ist A(fGf™Y) = f(A(G)) und QfGf1) =
FEUG)).

Beweis. Es geniigt wieder, die erste Behauptung zu zeigen.

Sei z € A(fGf~'). Dann existieren ein w € C und eine Folge (g,) in G mit z = lim (fonf 1) (w)
und fgnf~' # fgmf! fiir n # m. Dies impliziert f~1(z) = nli_)Igogn(f_l(w))nunidO gn # gm fiir
n # m. Dabei haben wir genutzt, daf f~! : C — C stetig ist. Folglich ist f~1(z) € A(G) und
2= FF1(2) € F(MG)).

Ist umgekehrt z € f(A(G)), so existieren ein w € (g und eine Folge (g,,) in G mit f 1(2)
lim g, (w) und g, # g, fir n # m, woraus, da f : C — C stetig ist, z = hrn (fgnf B(f(w

und fgnf~t # fgmf ! fiir n # m, also z € A(fGf~1) folgt.

N

Fiir eine Mobius-Transformation f bezeichnen wir mit (f) die von f erzeugte zyklische Gruppe,
d.h.

(f) ={f":nei}
und mit F(f) die Menge der Fixpunkte von f.

Satz 3.1.8 Sei f # idgs eine Mébius-Transformation. Ist f parabolisch oder lozodromisch, so
ist A((f)) = F([) und folglich (f) eine Kleinsche Gruppe. Ist f elliptisch und (f) nicht endlich,
so ist A((f)) = C und somit (f) keine Kleinsche Gruppe.

Beweis. Sei fo € Aut(C) derart, da f = foma fo ! fiir ein a € C*. Dann gilt (vgl. den Beweis
von Lemma 2.4.7(i) und Satz 3.1.7)

F(f) = fo(F(ma)) und  A((f)) = fo(A((ma)))-

Folglich kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl f = m,,.

Ist f parabolisch, so ist & = 1 und F(f) = {oo}. Fiir die Potenzen von f gilt
ff"(z)=z+n firzeCundne€Z. (3.1.1)
Ist f loxodromisch, so ist |a| # 1 und F(f) = {0, 00}. Hier ist

f"(z) =a"z fir ze CundneZ. (3.1.2)
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In beiden Fallen folgt, daB f™* # f™ fiir n # m und n,m € Z. Da jeder Fixpunkt von f
auch Fixpunkt von f™ fiir alle n € Z ist, erhalten wir aufgrund von Bemerkung 3.1.2, dafl

F(f) € AL

Ist umgekehrt zy € A((f)), so existieren ein w € C und eine Folge (k) in Z mit lim |k,| = oo

und zp = lim f*»(w), woraus fiir parabolisches und loxodromisches f mit Hilfe von (3.1.1) und
n—oo
(3.1.2) die Beziehung zy € F(f) folgt. Also gilt auch A({f)) C F(f).

Sei nun f elliptisch und (f) nicht endlich. Dann ist
f(z) = az fiir ein a € S

Da S' kompakt ist, besitzt jede Folge in S' eine konvergente Teilfolge. Insbesondere existiert
eine Folge (ky) in Z mit

lim o™ =ap € S' und somit 2z = lim fF(ay'2)
n—00 n—00

fiir jedes z € C. Da (f) unendlich ist, gilt auBerdem f" # f™ fiir n # m und n,m € Z. Ware
némlich f" = f™ fiir zwei ganze Zahlen n # m, so wire f" ™ = ids und folglich
(f) endlich. Damit ist gezeigt, daff jeder Punkt z € C in A((f)) liegt, also A((f)) = C gilt. O

Aus Satz 3.1.8 kénnen wir folgende Charakterisierung elliptischer und loxodromischer Transfor-
mationen ableiten.

Folgerung 3.1.9 Sei f eine Mébius-Transformation und f # ids. Dann gilt:

(i) f ist genau dann elliptisch, wenn f genau zwei Fixpunkte besitzt und (f) entweder endlich
oder keine Kleinsche Gruppe ist.

(ii) f ist genau dann loxodromisch, wenn f genau zwei Fizpunkte besitzt und (f) eine unend-
liche Kleinsche Gruppe ist. ]

Eine Konsequenz aus Satz 3.1.5 und Satz 3.1.8 ist

Folgerung 3.1.10 Ist G eine Kleinsche Gruppe, so enthdlt G keine elliptischen Transforma-
tionen unendlicher Ordnunyg.

Beweis. Sei G eine Kleinsche Gruppe. Wir nehmen an, dafl g € G elliptisch und von unendlicher
Ordnung ist. Dann ist (g) eine unendliche Untergruppe von G, die nach Satz 3.1.8 keine Kleinsche
Gruppe ist. Dies widerspricht Satz 3.1.5, wonach jede Untergruppe einer Kleinschen Gruppe
selbst eine Kleinsche Gruppe ist. O

Sei
G(1) := {g € Aut(C) : g = L, fiir ein v € SL(2,Z)} .

Dabei ist

SL(2,Z) := {( CCL Z > ca,b,c,d € Z und ad — bc = 1} .
G(1) ist eine Untergruppe von Aut(C) und wird Modulgruppe genannt.
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Satz 3.1.11 Die Limesmenge von G(1) ist R := RU {oc}. Inbesondere ist G(1) eine Kleinsche
Gruppe.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dal H C Q(G(1)). Dazu nehmen wir an, daBl z9g = xo +iyg € H
ein Punkt in A(G(1)) ist. Dann existieren ein w = z 4 iy € C und eine Folge (g,,) paarweise
verschiedener Elemente von G(1) mit

20 = nlLrgo gn(w) .

Da g(H) = H fiir jedes g € G(1) (vgl. Folgerung 2.3.9) und da H offen ist, muBl w € H, d.h.
y > 0 gelten. Auflerdem konnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, daf

1
|Re gn(w) — Rezg| < 5 fiir alle n € N. (3.1.3)

Sei gp, = L, mit

Dann ist (sieche Lemma 2.3.8)

o) = fo r

Da die Folge (Im g, (w)) gegen Im zg = yo > 0 konvergiert, muf} die Folge (|c,w+d,|?) beschriinkt
sein. Das heifit, es existiert ein solches M > 0, dafl

lepw 4 dp|? < M?  fiir alle n € N.
Wegen |c,w + dy|? = (cpx + dpn)? + c2y? folgt
lent +dp| <M und |ep|y < M fiir alle n € N,
woraus wir weiter

M M
len| < m und |d,| < |epx 4+ dp| + |epz| < M+ ZM fir alle n € N

schlieen. Da ¢, und d,, ganz sind, erhalten wir, daf die Menge {(cy,,dy,) : n € N} endlich ist.
Gelte (¢, dn) = (¢m, dp). Dann ist

-1 _ an m bn,m
Hieraus folgt wegen v,7,,' € SL(2,Z), daB aym = dnm = £1. Demnach ist g,g,,' = L, mit

_ (1 bo L
’yo—<0 1> fiir ein by € Z.

Da g, = L,s,, und

. am + boCm by + bodp,
VO'Ym - Cm dm )

gelangen wir zu

(am 4+ bocm) z + by, + bodyy, @z + by,
9n(2) cmZz + dm cmz—l—dm+ 0= 9gm(2) +bo
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Die Bedingung (3.1.3) impliziert nun, da8
|bo| = |Re gn(w) — Re gm(w)| < |Re gn(w) — Re 2| + |Re gm(w) — Re 2| < 1

und somit by = 0. Also ist g, = gm, falls (cn,dp) = (cm, dim)-

Insgesamt erhalten wir, daf} die Folge (g,,) im Widerspruch zu unserer Annahme nur endlich
viele verschiedene Folgenglieder hat. Damit ist H C Q(G(1)) gezeigt.

Es kann auch kein Punkt zp € C mit Imzy < 0 in A(G(1)) liegen. Wegen g(w) = g(w) wére
sonst nédmlich auch Zp € H ein Element von A(G(1)).

Es bleibt zu zeigen, daB R C A(G(1)). Zuerst bemerken wir, daB m; € G(1) und folglich
(m1) € G(1). Als Anwendung von Satz 3.1.5 und Satz 3.1.8 erhalten wir

{oo} = F(m1) = A({m1)) € A(G(1)).
Sei x € R. Wir wéhlen eine Folge paarweise verschiedener rationaler Zahlen ¢, # 0, fiir die

r= lim g,
n—oo

b
und schreiben ¢, = d—n mit b,,d, € Z. Dabei nehmen wir an, daf} b, und d,, teilerfremd sind.
Folglich existieren gannze Zahlen a, und ¢, mit a,d, — b,c, = 1. Setzen wir jetzt

gn = L, mit 7n=<a" Z")

Cn n

so haben wir g, € G(1) fiir n € N, g,, # gy, fiir n # m und

woraus x € A(G(1)) folgt. O

Bemerkung 3.1.12 Nach Satz 3.1.5 ist jede Untergruppe von G(1) eine Kleinsche Gruppe.
Beispiele fiir Untergruppen von G(1) sind die sogenannten Hauptkongruenzgruppen G(n) mit
n € N, die aus denjenigen Mobius-Transformationen L, bestehen, fiir die v € SL(2,Z) von der
Gestalt

y=e+ny oder y=—e+ny mity € SL(2,Z)

ist. U

33



3.2 Abgeschlossenheit und Diskretheit

Im ersten Teil dieses Abschnitts untersuchen wir weitere Eigenschaften der Limesmenge. Sei

weiterhin G eine Untergruppe von Aut(C). Fir w € C definieren wir A, (G) als die Menge

derjenigen Punkte z € C, fiir die eine Folge (g,) in G mit g, # g, fiir n # m und z = lim g, (w)
n—oo

existiert. Offensichtlich ist A, (G) C A(G). AuBerdem haben wir

Lemma 3.2.1 (i) A, (G) ist G-invariant.
(ii) Fir jedes f € Aut(C) ist A (fGfY) = f(Au(G)).

Beweis. Die Behauptung beweist man dhnlich wie Satz 3.1.6 und Satz 3.1.7. O
Satz 3.2.2 A, (G) ist abgeschlossen.

Beweis. Sei zg ein Haufungspunkt von A, (G). Wir miissen zeigen, dafl zp € Ay (G). Zuerst
nehmen wir an, da§ zp € C. Dann existiert eine Folge (z,) in A, (G) mit

1
|20 — zn| < — firn eN.
n
Wegen z, € A, (G) kénnen wir eine Folge (g,) in G derart wihlen, da8
[
lgn (W) — 2z,,| < - fir n e N
und g, # gm fiir n % m. Dann haben wir
2
|9n(w) = 20| < gn(w) = 2n| +]20 — 20| < — =0 fiir n — 00
und folglich zp € Ay (G).
Ist zp = o0, so existiert eine Folge (z,) in Ay (G) mit
.
|s(zn)| < — firn e N.
n
Die Folge (gp) in G wéhlen wir derart, dafl
|-
Is(gn(w)) — s(zn)| < . firne N
und g, # gm fiir n £ m. Wie oben folgt

s(gn(w)) = o0 fiir n—0.

Das bedeutet, dafl
oo = lim g, (w)
n—oo

und somit oo € Ay (G). O

Wir wollen zeigen, dafi A(G) = Aw(G), falls w € Q(G). Dafiir werden wir das folgende Lemma
benutzen.
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Lemma 3.2.3 Sei oo € Q(G), und sei (gp,) eine Folge paarweise verschiedener Elemente von
G. Ist g, = L, mit

so gilt
lim |e,| = .
n—oo
Beweis. Angenommen, lim |c,| = oo gilt nicht. Dann gibt es eine Teilfolge von (g,), die wir
n—oo

wieder mit (g,,) bezeichnen, mit
cn — cp € C filr n — oo. (3.2.1)

Da oo € A(G), enthalten die Folgen (g, !(0)), (gn(o0)) und (g,(0)) keine gegen co konvergie-
renden Teilfolgen. Das bedeutet, dafl

dn

b
—1 _ n
g0 = |

dn

an,

<M, |gn(oo)| = <M und |g,(0)] = <M

n n

fiir ein M > 0 und alle n > ng € N. Daraus folgt, da eine Teilfolge (nj) von (n) existiert, fiir
die die Folgen (g;,'(20)), (gn,,(00)) und (gn, (0)) in C konvergieren, also

dp, n,, bn,
— > a;, — —ay und — — ag
Cny, Cny, Ny

fiir £ — oo mit ay, a9, a3 € C. Dies impliziert zusammen mit (3.2.1), dafl

d a b
dy, = cnkﬂ — coop =:dy, Gy, = cnkﬂ — coorg =:ap und b, = dnkﬂ — dpag =: by
Nk Nk dnk
fir k — oco. Wegen ay, dn, — by, cn, = 1 gilt agdp — boco = 1. Wir erhalten insgesamt, daf3
a b()

o do > € SL(2,C) fir k — oo.

Tne — Y0 = (

Hieraus leiten wir
Jim g, (L3, (00)) = Lng (Lsy' (00)) = o0

ab. Folglich ist co im Widerspruch zur Voraussetzung ein Element von A(G). g
Satz 3.2.4 Seiw € Q(G). Dann ist A(G) = Ay (G).

Beweis. Indem wir Satz 3.1.7 und Lemma 3.2.1(ii) fiir eine Mbius-Transformation f mit f(w) =
oo anwenden, kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl w = co.

Wir miissen A(G) C Ay (G) zeigen. Sei also zgp € A(G). Dann ist

zo = lim gp(w) (3.2.2)

n—oo

fiir ein w € C und eine Folge (gn) paarweise verschiedener Elemente von G. Sei g, = L, mit

o an by
= cn dy .
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Ist ¢, = 0, so ist gn(00) = 0o. Da oo als Punkt in Q(G) nicht Fixpunkt von unendlich vielen
Transformationen aus G sein kann (vgl. Bemerkung 3.1.2), kénnen wir folglich 0.B.d.A. anneh-
men, daf} ¢, # 0 fiir alle n € N.

Wir machen jetzt folgende Fallunterscheidung. Entweder gilt

(a) |cpw + dy| > 1 fur alle n > ng € N oder

(b) |en,w + dp, | <1 fiir eine Teilfolge (ny) von (n).

Mit Hilfe von Lemma 3.2.3 erhalten wir im Fall (a), daf

1 1

apw +b, ap
- S RN
len [enw + dy | |cnl

_— 0
cpw+d, cp

|gn(w) - gn(OO)‘ =

fiir n — oo. Hieraus folgt zusammen mit (3.2.2), dafl
|20 = gn(20)] < |20 = gn(w)] + [gn(w) — gn(00)| = 0 fiir n — o0

und somit zp € Axo(G).
Im Fall (b) haben wir

1
< — 0 firk— 0.

N |an‘

ny | _

Cny

CnpW + dp,

}w — ggkl(oo)‘ = ‘w +
Cny,

Demzufolge ist w € Axo(G). Nach Lemma 3.2.1(i) ist dann auch gy, (w) € Ax(G) fiir alle n € N.
Da Ao (G) abgeschlossen ist (vgl. Satz 3.2.2), folgt

2o = lim gp(w) € Ao(G) .

0

Bemerkung 3.2.5 Ist w € A(G), so gilt A(G) = Ay (G) i.allg. nicht. Man betrachte z.B. die
Kleinsche Gruppe (m,) fiir ein o € C* mit || # 1. Dann ist A((mgy)) = {0, 00} (vgl. Satz 3.1.8),
aber Ag({(mq)) = {0} und Ao ((maq)) = {oo}. O

Folgerung 3.2.6 Die Limesmenge A(G) ist abgeschlossen und der Diskontinuitdtsbereich Q(QG)
somit offen.

Beweis. Ist Q(G) = 0, so gilt die Behauptung trivialerweise. Ist Q(G) # 0, so ist nach Satz 3.2.4
A(G) = Ay(G) fur w € Q(G), woraus die Behauptung mittels Satz 3.2.2 folgt. O

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir zeigen, dafi Kleinsche Gruppen diskret sind.
Definition 3.2.7 Eine Teilmenge A von R™ heifst diskret, falls zu jedem x € A ein solches
€ > 0 existiert, dafl

{yeR": |z -yl <e}nA={a}.

Beispiel 3.2.8 Jede endliche Teilmenge des R" ist diskret. N und {n~!: n € N} sind diskrete
Teilmengen von R. Dagegen sind Q und {n~! : n € N} U {0} nicht diskret. O
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Lemma 3.2.9 FEine diskrete Teilmenge A C R"™ ist abzihlbar.

Beweis. Sei A C R"™ diskret. Nach Definition 3.2.7 kénnen wir zu jedem x € A ein solches
g(x) > 0 wihlen, dafl
|z —y|| >e(z) fir alley € A. (3.2.3)

Dann sind die Kugeln

U(z) := {yeR”;HJ;_yH<5(;)}

fir x € A paarweise disjunkt. Um dies einzusehen, betrachten wir zwei verschiedenen Elemente
x1 und x9 von A, wobei wir 0.B.d.A. annehmen, daf e(z1) > e(x2). Gilt U(z1) NU(x2) # 0, so
existiert ein y € R™ mit

e(x2)
5

e(71)
2

1 =yl < und - [lzg -yl <

woraus mit Hilfe der Dreiecksungleichung

e\xr E\xr
s —aal] < flor —yl + fles il < S22 4 £

< e(z1)
folgt. Die letzte Ungleichung ist aber ein Widerspruch zu (3.2.3). Also gilt
U(r)NU(x9) =0 fiir 21 # xo. (3.2.4)
Da Q" eine dichte Teilmenge von R" ist, ist
U(z)NQ"™ #£( fiir jedes x € A.
Somit kénnen wir zu jedem = € A ein ¢(x) € U(x) NQ" wihlen. Wegen (3.2.4) ist die Zuordnung
r€Arq(z) Q"

injektiv. Da aulerdem Q" abzéhlbar ist, folgt die Behauptung. O

Lemma 3.2.10 Eine Menge A C R" ist genau dann diskret, wenn keine Folge (x,) in A mit

(i) xp # T fir n #m und
(i) lim x, € A
n—od
extstiert.
Beweis. Existiert eine Folge (x,,) in A mit (i) und (ii), so enthilt die Menge {y € R™ : ||z —y| <

e} N A mit zp := lim x,, € A fiir jedes € > 0 unendlich viele Elemente. Also ist A in diesem Fall
n—oo
nicht diskret.

Ist umgekehrt A nicht diskret, so existieren ein 2y € A und eine Folge (x,) in A mit
|
xp #xo und ||xzg— x| < — fiir jedes n € N.
n
Wie man leicht sieht, enthélt dann (x,,) eine Teilfolge (zy, ) mit (i) und (ii). O
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Definition 3.2.11 (i) Fine Teilmenge A von SL(2,C) heifit diskret, falls das Bild von A unter
der Abbildung

J ( ‘C” Z) € SL(2,C) — (a,b,c,d) € C

eine diskrete Teilmenge von C* = R ist.

(ii) Eine Folge (7,) in SL(2,C) konvergiert gegen ein v € SL(2,C), falls die Folge (J (vn)) gegen
J(v) konvergiert.

Bemerkung 3.2.12 Offensichtlich konvergiert eine Folge (v,) in SL(2, C) mit
[ an by
777, - cn dn

a b
7—(6 d)esuz,@,

genau dann gegen

wenn
anp —a, b,—b, ¢,—c und d, —d

fiir n — oo. O

Lemma 3.2.13 Eine Untergruppe I' von SL(2,C) ist genau dann diskret, wenn keine Folge ()
mn I' mit
() Y # A filr 1 £ m und
(i) lim ~, =e
n—oo
existiert.

Beweis. Ist () eine Folge in I' mit (i) und
lim v, =v€Tl,
n—oo

so ist (Y7 17,) eine Folge in I' mit (i) und (ii). Somit folgt die Behauptung nach Definition 3.2.11
aus Lemma 3.2.10. O

Satz 3.2.14 Sei G C Aut(C) eine Kleinsche Gruppe. Dann ist die Gruppe
I'' ={yeSL(2,C): L, € G}
diskret.
Beweis. Angenommen, I" ist nicht diskret. Dann existiert nach Lemma 3.2.13 eine Folge (7,,)
paarweise verschiedener Elemente von I' mit
lim ~, =e.
n—oo

Daraus folgt (vgl. Bemerkung 3.2.12), dafl

lim L., (2) =z fiir jedes z € C
n—oo

und somit A(G) = C. Das bedeutet, daB G keine Kleinsche Gruppe ist. O

Eine unmittelbare Konsequenz aus Lemma 3.2.9 und Satz 3.2.14 ist
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Folgerung 3.2.15 Ist G C Aut(@) eine Kleinsche Gruppe, so ist G abzdihlbar. O

Das folgende Beispiel zeigt, dafl nicht jede Gruppe G von Mobius-Transformationen, fiir die
{y € SL(2,C) : L, € G} diskret ist, eine Kleinsche Gruppe ist.

Beispiel 3.2.16 Sei

I'pic := {( (CI Z ) S SL(2,C> ca,b,e,d e Z—l—lZ} ,
und sei )
<%m:{MeAm@yyerm}.
Die Gruppe Gp;. wird Picard-Gruppe genannt.

Offensichtlich ist I'pj. diskret. Gp;i. ist jedoch keine Kleinsche Gruppe. Dies kann man folgen-
dermaflen einsehen. Da m1 € Gpi, gilt nach Satz 3.1.5 und Satz 3.1.8, dafl

{oo} = A((ma)) € A(Gpic) - (3.2.5)

Sei z € Q + iQ. Dann existieren a,c € Z + iZ mit

a
zZ = —.
C

Dabei kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl ¢ und ¢ teilerfremd sind. Das bedeutet, dafl
S eZ+iZ wd S €Z+iZ fireina € Z +iZ
o «

dann und nur dann gilt, wenn
a € (Z+iZ)" = {+£1,£i}.
Folglich existieren solche b,d € Z + iZ, daf
ad —bc=1.
Dann ist
Ve = < CCL Z ) €I'pic und L, (00) =z. (3.2.6)

Da A(Gpic) Gpic-invariant ist (siehe Satz 3.1.6), implizieren (3.2.5) und (3.2.6), dafl z € A(Gpic).
Also gilt
Q + i@ - A(GPic) .

Hieraus und aus der Tatsache, dafl die Limesmenge nach Folgerung 3.2.6 abgeschlossen ist, folgt
schlieflich

~

A(Gpi) = C.
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