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Kapitel 1

Differentialrechnung in einer
Veranderlichen

1.1 Differenzierbare Abbildungen

Im Folgenden bezeichne K den Korper R der reellen oder den Korper C der komplexen Zahlen und
E den Vektorraum K™. Desweiteren sei I C R irgendein Intervall.

Definition 1.1.1 (i) Eine Abbildung f : I — E heifit differenzierbar in a € I : <= Der

Grenzwert
lim M (1.1.1)
Tr—a Tr—a

ezistiert. Dieser Grenzwert wird dann die Ableitung oder der Differentialquotient von f

d d
in a genannt und mit f'(a) oder d—f(a) oder auch d—f(x) bezeichnet.
x x

r=a

(ii) Fine Abbildung f : I — E heifit differenzierbar : <= f ist in jedem a € I differenzierbar.
Die Abbildung
fPI—E, o f'(2),

heifst dann die (erste) Ableitung von f.

Den Grenzwert (1.1.1) schreibt man auch in der Form

i fla+h)— f(a) .
h—0 h

Bemerkung 1.1.2 (i) Geometrisch kann man die Ableitung folgendermafien interpretieren. Sei
Sq,z die Sekante an den Graphen

Graph(f) CIx E

von f : I — E durch die Punkte (a, f(a)) und (z, f(z)) fiir a,x € I mit z # a. Dann ist
Sa,z = Graph(og ), wobei 0, : R — E durch

f(z) = f(a)

r—a

Ua,.r(t) = (t - (1) + f(a‘)

definiert ist. Die Steigung von S, ; ist somit der so genannte Differenzenquotient

f@) = fla)

Tr—a



Ist f in a differenzierbar, so konvergiert dieser Quotient fiir x — a gegen die Ableitung f/(a).
Die Gerade T, := Graph(7,), wobei 7, : R — E durch

7a(t) == f'(a)(t —a) + f(a)
gegeben ist, ist dann die Tangente in (a, f(a)) an Graph(f).

(ii) Die Ableitung wird vielfach zur mathematischen Modellierung zeitabhéingiger Grofien be-
nutzt. Beschreibe z.B. s : I — R3 die Bewegung eines Massepunktes P, d.h. s(t) sei der Ort
von P zur Zeit t. Dann ist der Differenzenquotient

5(t) — s(to)

t—to
die mittlere Geschwindigkeit zwischen den Zeiten ¢ und ty. Somit gibt der Differentialquotient

iy e S(E) = s(to)
s(to) = fim t—to

)

falls er existiert, die momentane Geschwindigkeit zur Zeit ty an. O

Beispiel 1.1.3 (i) Seien a,b € E und sei f: R — E durch
f(x):=ax+0b
definiert. Dann ist f differenzierbar und
f'(a)=a firalle a€R.

Tatséchlich ist

i L@ = f@) el —a)
z—a T —a g—a T —a
(ii) Sei k € Nund sei f : R — R durch
fw) = ot

gegeben. Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes sehen wir, dass

k
lim —f(a +h) — fla) = lim (?) aF IR = okt

h—0 h h—0 4
Jj=1

Folglich ist f differenzierbar und
f'(a) = ka*™ 1 fiiralle a€R.

(iii) Sei A € C. Bekanntlich gilt

Hieraus folgt fiir die Abbildung
f:R=C, f(z):=e\",

dass

h) — Ah 1
lim —f(a +h) -~ fla) = lim S e = Nt .
h—0 h h—0 h

Also ist auch diese Abbildung differenzierbar, wobei
f'(a) = Xe*® fiiralle a€R.

Insbesondere erhalten wir, dass
exp’ =exp .



Die néichsten beiden Sétze liefern dquivalente Definitionen der Differenzierbarkeit.

Satz 1.1.4 Eine Abbildung f : I — E ist genau dann in a € I differenzierbar, wenn es eine in a
stetige Abbildung f : 1 — E mit

fl@) = fla) = f(x) (& —a) firale zel (1.1.2)

gibt. In diesem Fall ist f'(a) = f(a).

Beweis. (=) Ist f in a differenzierbar, so leistet die Abbildung

f(@) = fla) .
jireB, fwye={ w-a 7%
f(a) fir z=a
das Gewdlinschte.

(<=) Sei f : I — E eine in a stetige Abbildung mit (1.1.2), d.h. mit

flx) = f(xi : fa) fir alle z eI\ {a}.
Dann ist
sy HE= 0 = i o) = fro.
Folglich ist f in a differenzierbar und f(a) = f'(a). O

Satz 1.1.5 Eine Abbildung f : I — E ist genau dann in a € I differenzierbar, wenn eine lineare
Abbildung L : R — E mit
fla+h) — f(a) — L(h)

li = 1.1.
) h 0 (1.1.3)
existiert. In diesem Fall ist

L(h) = f'(a)h fir heR. (1.1.4)

Beweis. (=) Sei f in a differenzierbar. Dann ist

o fat ) = f@) = P@h | fla+h) -~ f(@)

h—0 h h—0 h

-~ fa)=0.

Also erfiillt die durch (1.1.4) definierte lineare Abbildung L : R — E die Bedingung (1.1.3).
(«<=) Sei L : R — E eine lineare Abbildung mit (1.1.3) und sei a := L(1). Dann haben wir

L(h)=ah fir heR

und
i @AW @) fath) - fla) —ah
h—0 h h—0 h
i SR @ D)
h—0 h
=a.
Folglich ist f in a differenzierbar und f’(a) = a, womit auch (1.1.4) gilt. O



Definition 1.1.6 Die durch Satz 1.1.5 bestimmite lineare Abbildung L wird das Differential von

f in a genannt. Die affine Abbildung
r€ER—L(x—a)+ f(a) e E

heif§t lineare Approximation von f in a.

Das Differential von f in a bezeichnen wir mit D f(a). Wegen (1.1.4) gilt dann

Df(a)(h) = f'(a)h fir heR.

Satz 1.1.7 Ist die Abbildung f: I — E in a € I differenzierbar, so ist sie in a stetig.

Beweis. Sei f : I — F in a differenzierbar. Dann existiert nach Satz 1.1.4 eine in a stetige Abbildung

f:[—>Emit
f(x) = fla)+ f(z) (x —a) firale zel.

Hieraus folgt, dass auch f in a stetig ist.

Folgerung 1.1.8 Ist die Abbildung f : I — E differenzierbar, so ist sie stetig.

O

O

Wir bemerken, dass es Funktionen f : R — R gibt, die stetig, aber in keinem a € R differenzierbar

sind. (Vgl. Konigsberger, Analysis 1, Abschnitt 9.11 oder Walter, Analysis 1, Abschnitt 12.26.)

Im Folgenden sind wichtige Rechenregeln fiir differenzierbare Abbildungen zusammengestellt.

Satz 1.1.9 Seien f1, fo,f: 1 — E und g: I — K in a € I differenzierbar. Dann gilt:
(i) Summenregel: Die Abbildung f1 + fo: I — E ist in a differenzierbar und
(fr + f2) (@) = fi(a) + fi(a) -
(ii) Produktregel: Die Abbildung fg:1 — E ist in a differenzierbar und

(f9)' (@) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a) .

(iii) Quotientenregel: Ist g(x) # 0 fiir alle x € I, so ist f/g: I — E in a differenzierbar und

1 o @) - fa)g(@
(g> (@) (@) '

Beweis. Fiir die Differenzenquotienten der Abbildungen fi + f2, fg und f/g gilt
(fi+fo) (@)= (fi+fo)la)  filz)— fi(a) . fa(z) — fa(a)

r—a r—a Tr—a

)

und

xr—a r—a r—a

(fg) (x) = (fg)(a)  f(x)— f(a) o(x) + f(a) g(x) — g(a)

(f/9)(x) = (f/9)(a) _ [ [(x) = f(a) o(a) — f(a) g(x) — g(a) 1

r—a T—a rT—a g(x) gla)

Hieraus folgen mit Hilfe der Rechenregeln fiir Grenzwerte von Abbildungen und Satz 1.1.7 die

Behauptungen.

O



Satz 1.1.10 (Kettenregel) Seien Iy, s C R Intervalle, sei g : Iy — Is in a € Iy differenzierbar
und sei f : Iy — E in g(a) differenzierbar. Dann ist f o g: Iy — E in a differenzierbar und

(fog) (a) = f'(g(a)) g'(a) -

Beweis. Nach Voraussetzung und Satz 1.1.4 existieren eine in a stetige Funktion § : [; — R mit

g(x) —gla) =§(x) (r —a) furalle ze€ly
und eine in g(a) stetige Funktion f : I, — F mit

Fy) = flg(a) = f(y) (y —g(a) fiiralle yelz,

wobei ¢'(a) = §(a) und f'(g(a)) = f(g(a)). Damit haben wir

(fog)(x) = (fog)a) = flg(x)) — flg(a))
(9(x)) (9(x) — g(a))
(9(z)) §(z) (z — a)

)

fiir alle 2 € I;. Da die Abbildung 2 € I; — f(g(x)) §(z) € E in a stetig ist, folgt wiederum mit
Satz 1.1.4, dass f o g in a differenzierbar ist. Auflerdem erhalten wir, dass

(fog9) (a) = f(9(a)) §(a) = f'(9(a)) ¢'(a) .

=f
=/

Fiir die Ableitung der inversen Abbildung gilt folgende Regel.

Satz 1.1.11 Sei f : I — R streng monoton und stetig. Ist f in a € I differenzierbar und ist
f'(a) #0, soist f=1: f(I) — I in f(a) differenzierbar und

Beweis. Wir benutzen wieder Satz 1.1.4. Sei f in a differenzierbar und sei f’(a) # 0. Dann existiert
eine stetige Funktion f : I — R mit

f(@)=f(a) = f(z)(x —a) firale zel,
wobei f(a) = f(a). Da f streng monoton ist und da f'(a) # 0, gilt f(z) # 0 fiir alle « € I. Setzen
=

wir also x = (y), so folgt
1
) = (@) = 57— (y— f(a)) fiiralle ye f(I). (1.1.5)
S W)
Desweiteren implizieren die Voraussetzungen, dass f~! stetig ist. Folglich ist f = in f(a) stetig.
o
Dies und (1.1.5) liefern die Behauptung. O

Bemerkung 1.1.12 Satz 1.1.11 ist ohne die Voraussetzung f’(a) # 0 falsch. Man betrachte z.B.
fiR—=R, f(z):=2>.

Diese Abbildung ist streng monoton wachsend und differenzierbar, wobei f/(0) = 0. Die inverse
Abbildung
FTUR=R, @) = sen() o2

ist in f(0) = 0 nicht differenzierbar, denn wegen

f_l(h) — f_l(o) Sgn<h) ‘h|1/3 — |h|—2/3

h sg(h) [h]

existiert der Differentialquotient von f~! in 0 nicht. O



In den nachfolgenden Beispielen berechnen wir die Ableitungen weiterer elementarer Funktionen.

Beispiel 1.1.13 Nach Beispiel 1.1.3 und Satz 1.1.9 ist jedes Polynom
p:R—=E, p):=anz" +an_12” '+ +az+ag,
mit Koeffizienten ag, ay,...,a,, € E differenzierbar, wobei

p(z) = ma,z™ "t + (m— 1)0.,,1,1337"_2 +---+2a3x+a; firalle z€eR.

O
Beispiel 1.1.14 Es gilt
cos'(z) = —sin(z) und sin'(z) = cos(z) firalle z€R.
Da
cos(z) = exp(iz) + exp(—ix) und  sin(z) = exp(iz) — 'exp(—izr) ’
2 2i
konnen wir ndmlich mit Beispiel 1.1.3(iii) und Satz 1.1.9 schlieflen, dass
cos' () = iexp(ix) 721 exp(—iz) — _sin(z)
und . . . .
sin' () = iexp(iz) —I—.lexp(—lx) _ cos(z) .
2i
Analog sieht man, dass
cosh’(r) = sinh(r) und sinh’(x) = cosh(x) fiiralle z € R.
U

Beispiel 1.1.15 Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und stetig.
Nach Beispiel 1.1.3(iii) haben wir auflerdem exp’(z) = exp(z) # 0 fiir alle x € R. Wir wenden
Satz 1.1.11 auf die inverse Funktion In : R4 — R an und erhalten

In'(z) = m = % fir alle =z € Ry .

O

Beispiel 1.1.16 Sei a € Ry und sei f: R — R durch

f@) = a?
definiert. Dann ist
f'(z) =1In(a)a® firalle z€R.
Wegen a” = exp(In(a) z) gilt ndmlich aufgrund der Kettenregel
f/(x) =1In(a) exp’(In(a) x) = In(a) exp(In(a) z) = In(a) a”® .

O

Wir erkldaren jetzt induktiv, was man unter hoheren Ableitungen von Funktionen einer reellen
Verdnderlichen versteht.



Definition 1.1.17 Sei k=2,3,....

(i) Eine Abbildung f : I — R heifit einmal differenzierbar : <= f ist differenzierbar. Die
Ableitung von f wird dann auch mit fV) bezeichnet. Eine Abbildung f : I — R heifit k-mal
differenzierbar : <= f ist (k — 1)-mal differenzierbar und f*=Y ist differenzierbar. Die
Ableitung von f*~Y wird dann die k-te Ableitung von f genannt und mit f*) bezeichnet.

(ii) Eine (k—1)-mal differenzierbare Abbildung f : I — R heifst k-mal differenzierbar in a €

(k=1)
s <= f=1 st in a differenzierbar. Der Differentialquotient 3 (a) heif$t dann die k-te
x
dk
Ableitung von f in a. Er wird mit f*)(a) oder d—{(a) bezeichnet.
x

Statt f) und f®) schreibt man auch f” bzw. f’. AuBerdem setzt man £ := f.

Beispiel 1.1.18 Die Abbildung
fiR-R, f()=sen(z)a?,
ist differenzierbar. Sie ist aber nicht zweimal differenzierbar. Tatséchlich ist
f(x)=2|z| firalle z€R
und f’ in 0 nicht differenzierbar. O
Satz 1.1.19 Sei k € N und seien f1, fo,f : I — E und g : I — K k-mal differenzierbar. Dann
gilt:
(i) Die Abbildung f1 + fo : I — E ist k-mal differenzierbar und
i+ )" =1+ 157

(ii) Leibniz-Regel: Die Abbildung fg: I — E ist k-mal differenzierbar und

® _ = (5 ) )
(f9) =Z(j)f gl

§=0
Beweis. Ubung. 0

Definition 1.1.20 (i) Sei k € N. Eine Abbildung f : I — E heifit k-mal stetig differenzier-
bar : <= f ist k-mal differenzierbar und f*) ist stetig.

(ii) Eine Abbildung f : I — E heifit glatt oder beliebig oft differenzierbar : <= Fiir jedes
k € N ist f k-mal differenzierbar.

Eine einmal stetig differenzierbare Abbildung f : I — E nennt man auch einfach stetig differen-
zierbar. Wir bezeichnen die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen f : I — E
mit C*(I, E) und die Menge aller glatten Abbildungen f : I — E mit C>°(I, E). Auflerdem sei
C°(I, E) die Menge aller stetigen Abbildungen f : I — E. Offensichtlich tragen alle diese Mengen
die Struktur eines K-Vektorraumes. Desweiteren gilt aufgrund von Folgerung 1.1.8

CO(1,E) 2 C(1,B) 2 C*(1,E) 2 -

und
C>(I,E)= () C*(I,E).
keNg

Das n#chste Beispiel zeigt, dass nicht jede differenzierbare Abbildung auch stetig differenzierbar
ist.



Beispiel 1.1.21 Wir betrachten

2sin ir
fTR—=R, f(x)::{mbo(l/x) gr iig

Diese Funktion ist differenzierbar. Da

| 2zsin(1/z) —cos(l/x) fur x#0
f(x)—{ 0 fir =0 ~

ist aber f’ in 0 unstetig und somit f’ ¢ C'(R,R). O

1.2 Differenzierbarkeit und reelle Funktionen

Definition 1.2.1 Sei (X, d) irgendein metrischer Raum und sei f: X — R. Man sagt:

(i) f hat in £ € X ein globales Maximum (bzw. globales Minimum) : <=
f(@) < (&) (baw. f(z) = f(£)) firalle z€X.

(ii) f hat in £ € X ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) : <= Es ezistiert eine
Umgebung U von & mit

f(@) < f&) (bzw. f(x) = f(§)) firalle zeU.

(iii) f hat in & € X ein isoliertes lokales Maximum (bzw. isoliertes lokales Minimum )
1 <= Fs existiert eine Umgebung U von £ mit

f(@) < f() (bzw. f(z) > f(§)) fir alle e U\{0}.

Hat f : X — R in £ € X ein globales Maximum (bzw. globales Minimum), so besitzt f dort
offensichtlich auch ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum). Die Umkehrung ist nicht richtig.
Es gilt jedoch, dass f genau dann in £ ein lokales Maximum (bzw. lokales Minimum) hat, wenn es
eine solche Umgebung U von £ gibt, dass f ‘ g7 in € ein globales Maximum (bzw. globales Minimum)
hat. Fiir “globales Maximum” (bzw. “globales Minimum”) sagt man auch einfach “Maximum”
(bzw. “Minimum”).

Satz 1.2.2 Sei I C R ein offenes Intervall, sei £ € I und sei f : I — R. Hat f in € ein lokales
Maximum oder ein lokales Minimum und ist f in & differenzierbar, so gilt f'(§) = 0.

Beweis. Habe f in £ ein lokales Maximum. Dann gibt es eine Umgebung U C I von £ mit

flz) < f(&) firalle ze€U.

Damit gilt

w <0 firalle xeUnE +oof
und

w >0 firalle z€UnN]J—o0,&[.

Ist f in & differenzierbar, so folgt

f(&) = lim f@) = /(9 <0 und f(¢)= lim M >0,

r—&+ xr — f r—E&— €xT —

d.h. f(¢) =0.

Hat f in £ ein lokales Minimum, so verfiahrt man analog. O



Bemerkung 1.2.3 (i) Aus f'(¢) = 0 folgt nicht zwingend, dass f in ¢ ein lokales Extremum
hat. Man betrachte z.B. f : R — R, f(x) := 3. Fiir diese Funktion ist f/(0) = 0, aber f hat
in 0 kein lokales Extremum.

(ii) Hat f : [a,b] — R in a oder b ein lokales Extremum und ist f dort differenzierbar, so gilt
nicht notwendig f/(a) = 0 bzw. f/(b) = 0. Zum Beispiel hat die Abbildung f : [a,b] — R,
f(z) := z, in a ein globales Minimum und in b ein globales Maximum, aber f’(a) = f'(b) = 1.

O

Satz 1.2.4 (Satz von Rolle) Sei f : [a,b] — R stetig, sei f|]a b| differenzierbar und gelte f(a) =
f(b). Dann ezistiert ein & € ]a,b] mit f'(§) = 0.

Beweis. Da f stetig und [a, b] kompakt ist, existieren nach dem Satz von Weierstrass &1, &2 € [a, b]
derart, dass f in & ein globales Minimum und in &5 ein globales Maximum hat.

1. Fall: &,& € {a,b}. Wegen f(a) = f(b) haben wir in diesem Fall

fla) = f(&) < fz) < f(&) = fla) firalle =€ a,b],

d.h.
f(z) = f(a) furalle z€[a,b].

Dies impliziert, dass
f'(z) =0 fiiralle z€]a,b|.

2. Fall: & € ]a,b[ oder & € ]a,b]. Nach Satz 1.2.2 gilt dann

f(&) =0 oder f'(&)=0.

Der Satz von Rolle ist ein Spezialfall von

Satz 1.2.5 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig und sei
fha B[ differenzierbar. Dann existiert ein & € |a, b mit

1) = fla)

& === (1.2.1)

Beweis. Fiir die Abbildung

f(b) = f(a)

(p:[a,b]—ﬂR, p(x) == f(z) — b—a

(x—a),

gelten die Voraussetzungen von Satz 1.2.4. Somit existiert ein & € Ja, b[ mit ¢'(§) = 0, d.h. mit
(1.2.1). O

Der Mittelwertsatz bedeutet geometrisch, dass es ein & € Ja, b| derart gibt, dass die Steigung der
Tangente in (£, f(£)) an Graph(f) mit der Steigung der Sekante durch die Punkte (a, f(a)) und
(b, f(b)) tibereinstimmt.

Aus dem Mittelwertsatz leiten wir folgende Monotoniekriterien ab.

Satz 1.2.6 Sei I C R ein Intervall und sei f: I — R differenzierbar. Dann gilt:

(i) Gilt f'(x) >0 fir alle x € I, so ist f monoton wachsend.

10



(ii) Gilt f'(x) <0 fiir alle x € I, so ist f monoton fallend.
(iil) Gilt f'(x) > 0 fiir alle x € I, so ist f streng monoton wachsend.
(iv) Gilt f'(x) <0 fir alle x € I, so ist f streng monoton fallend.
(z)

)
)
)
(v)

Gilt f'(x) =0 fiir alle x € I, so ist f konstant.

Beweis. Seien a,b € I mit a < b. Indem wir Satz 1.2.5 auf f’[a b anwenden, erhalten wir, dass

f(b) = fa) = f'(§)(b—a) firein &€]a,b|. (1.2.2)

Gilt nun f/'(z) > 0 fur alle z € I, so folgt wegen b —a > 0, dass f(b) — f(a) > 0, d.h. f(a) < f(b).
Also ist f in diesem Fall tatsidchlich monoton wachsend.

Genauso erhélt man aus (1.2.2) die restlichen Behauptungen. O

Bemerkung 1.2.7 Wie man sofort sieht, gelten von den Behauptungen (i), (ii) und (v) des Sat-
zes 1.2.6 auch die Umkehrungen. Fiir die Behauptungen (iii) und (iv) trifft das nicht zu. Zum
Beispiel ist f: R — R, f(z) := 23, streng monoton wachsend, aber f’(0) = 0. O

Die néchsten beiden Sétze liefern hinreichende Kriterien fiir Extrema.

Satz 1.2.8 Sei I C R ein offenes Intervall und sei & € I. Desweiteren sei f : I — R differenzierbar
und f'(¢) =0. Dann gilt:

(i) Ist f'(x) <O fir alle z € IN]—00,&] und f'(x) > 0 fir alle x € INJE, 400, so hat f in &
emn Minimum.
(i) Ist f'(x) > 0 fir alle x € I N]—o00,&] und f'(x) <0 fir alle x € I N)E,+00[, so hat f in &

ein Mazximum.

Beweis. (i) Laut Voraussetzungen und Satz 1.2.6 ist f auf I N]—o0,&] monoton fallend und auf
I N[, +o0] monoton wachsend. Dies ergibt sofort die Behauptung.

(ii) Analog. 0

Satz 1.2.9 Sei I C R ein offenes Intervall und sei & € I. Sei f: I — R differenzierbar und in &
zweimal differenzierbar. Auferdem sei f'(€) = 0. Dann gilt:

(i) Ist f"(&) <0, so hat f in & ein isoliertes lokales Maximum.

(i) Ist f"(&) >0, so hat f in & ein isoliertes lokales Minimum.

Beweis. (i) Sei f”(£) < 0. Dann existiert ein € > 0 derart, dass | —&,£ +¢[ C I und
f'(x) = ()
=&

Damit gilt f/(x) > f/(§) fir alle z € | —¢,&[ und f'(z) < f/(§) fir alle z € |€,€ +¢[. Da f/(§) =0
folgt mit Satz 1.2.6, dass f auf |§ —e, {] streng monoton wachsend und auf ¢, £ +¢[ streng monoton
fallend ist. Hieraus und aus der Tatsache, dass f in & stetig ist, erhalten wir

fl@) < f(&) firalle ze]é—eE+¢[\{0}.

<0 furalle zel¢—¢e&+¢e[\{0}.

(ii) Analog. O
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Beispiel 1.2.10 Zu gegebenen aj,...,a, € R soll ein a € R so bestimmt werden, dass der
Ausdruck
(a—a)* +--+(a—an)?

minimal ist. Zu untersuchen ist also, in welchen Punkten die Funktion
fR=R, f@)=@—-a)’+ -+ @—an)?,

ein Minimum hat. Solche Punkte miissen nach Satz 1.2.2 Nullstellen von f’ sein. Da

f’(:n) =2 —ay)+-+2x—ay,)=2m <.’L‘— M) ,
m
gilt f'(z) = 0 genau dann, wenn
ap+ - +am
T =a:= )
m
d.h. wenn z das arithmetische Mittel von ay,...,a,, ist. Da auerdem f/(z) < 0 fiir < a und
f'(x) > 0 fir > a, folgt mit Satz 1.2.8, dass f in a tatsichlich minimal ist. O

Bei der Untersuchung des Verlaufs von reellen Funktionen sind neben den Extrema und der Mo-
notonie auch die folgenden Eigenschaften von Bedeutung.

Definition 1.2.11 Seien I C R und J C I Intervalle und sei f: 1 — R.

(i) f heipt konvex : <=

Vay,ze € IVs €]0,1]: f(sz + (1 — 8)xa) < sf(z1) + (1 — ) f(x2) -
(ii) f heift konkav : <=

Vay,ze € IVs €]0,1]: f(szy + (1 — 8)xa) > sf(z1) + (1 — 8) f(x2) -
(ii) f heift konvex (bzw. konkav) auf J : <= f| ; ist konvex (bzw. konkav).

Geometrisch bedeuten diese Begriffe folgendes. Eine Abbildung f : I — R ist genau dann kon-
vex (bzw. konkav), wenn fiir alle z1,22 € I die Verbindungsstrecke der Punkte (x1, f(z1)) und
(22, f(x2)) oberhalb (bzw. unterhalb) von Graph(f) liegt.

Beispiel 1.2.12 (i) Die Abbildung f : R — R, f(x) := 22, ist konvex. Fiir z1,72,s € R gilt
nédmlich
(sz1 + (1 — 8)x9)? < 527 + (1 — 5)a2
= sP]+2s(1 - s)ziaa + (1 — 5)%23 < s2f + (1 — 8)73
= 0< (s—sY) 2] —2s(1—s)ziza+ (1 —s) — (1 —5)?) 23
— 0<s(l—s)(x — x2)2
Da s(1 —s) > 0 fiir s € ]0, 1], ergibt sich hieraus die gewiinschte Abschitzung.

(ii) Die Abbildung g : [0, +o0[ — R, g(x) := /x, ist konkav. Dies folgt aus (i) und der Tatsache,
dass g monoton wachsend ist.

Satz 1.2.13 Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R differenzierbar. Dann ist f genau dann
konvex (bzw. konkav), wenn f' monoton wachsend (bzw. monoton fallend) ist.
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Beweis. Wir beweisen die Aussage fiir Konvexitit. Fiir Konkavitét schliefit man analog.

(=) Sei f konvex. Wir fixieren x1,z9 € I mit z; < z9 und setzen x(s) := szq + (1 — s)aq fiir
s €]0,1[. Dann gilt
flz(s)) < sf(x1)+ (1 —s)f(z2) . (1.2.3)

Dies ist dquivalent zu
s(f(x(s)) = fz1)) < (1= s)(f(x2) — f(z(s))) ,

also auch zu

f(@(s) = f(z1) _ flwa) = f(2(s)) 7

IN

(1—3s)(zg2 —x1) s(ze — 21)
d.h. zu
Fla(s) ~ flan) _ fla) — f(a(s)) o
x(s)—x1 — xe—ux(s) -
Die letzte Ungleichung impliziert
/ fla@s)) = flxr) _ . flwa) = fla(s)) _ f(wa) — (1)
flay) = sl—lgl— x(s) — a1 = sl—lgl— vy —x(s)  wg—m

und
flaa) = flz1) _ )
To — X1 s—0+  x(s) — 11 s—0+  x9 — x(8)
Folglich ist f'(z1) < f'(z2).
(<) Sei f’ monoton wachsend und seien 1,22 und z(s) wie oben. Nach dem Mittelwertsatz
existieren & € |z1,x(s)[ und & € |x(s), 2 mit

) = fa)

x(s) — a1

Jw2) = J(a(s)

x9 — x(s)

f(&) = f(&) =

Da ¢ < & und f' monoton wachsend ist, folgt (1.2.4), was, wie bereits gezeigt, zu (1.2.3) dquivalent
ist. O

Folgerung 1.2.14 Sei I C R ein Intervall und sei f : I — R zweimal differenzierbar. Dann ist f
genau dann konvex (bzw. konkav), wenn f(x) >0 (bzw. f"(x) <0) fiir alle x € 1.

Beweis. Nach Satz 1.2.13 ist f genau dann konvex (bzw. konkav), wenn f’ monoton wachsend
(bzw. monoton fallend) ist, was nach Satz 1.2.6 und Bemerkung 1.2.7 bedeutet, dass f”(z) > 0
(bzw. f"(x) <0) fiir alle z € I. O

Wie der Beweis des folgenden Satzes illustriert, kann man aus der Konvexitéit bzw. Konkavitit von
Funktionen eine Reihe wichtiger Ungleichungen ableiten.

1 1
Satz 1.2.15 (Youngsche Ungleichung) Seien p,q € Ry mit — + — = 1. Dann gilt
p q

xl/pyl/q < x + g fiir alle z,y € Ry . (1.2.5)

p
Beweis. Da der natiirliche Logarithmus wegen
1
In"(x) = 2 <0 firalle z€eRy

nach Folgerung 1.2.14 konkav ist, gilt
1 1
(@) , ) (m + y) fir alle 2,y € Ry .
p q p q
Durch Anwendung der Exponentialfunktion folgt (1.2.5). O
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1.3 Verallgemeinerungen des Mittelwertsatzes und die Re-
gel von de I’'Hospital

Satz 1.3.1 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Seien die Funk-
tionen f,g : [a,b] — R stetig, seien f|]a o[ und g|]a o[ differenzierbar und gelte g'(x) # 0 fiir alle

x € la,b[. Dann ist g(a) # g(b) und es existiert ein & € Ja, b mit

f1€) _ f(b) — f(a)
g€ gb) —gla)

Beweis. Wire g(a) = g(b), so wiirde nach dem Satz von Rolle ein £ € |a, b[ mit ¢’ (§) = 0 existieren.
Da das den Voraussetzungen widerspricht, gilt g(a) # g(b). Der Rest der Behauptung folgt analog
zum Beweis von Satz 1.2.5 durch Betrachtung der Funktion

f(b) = f(a)

‘p:[avb}_)Rv o(x) = f(z) —
Il

Bemerkung 1.3.2 Offensichtlich erhélt man Satz 1.2.5 aus Satz 1.3.1, indem man g(x) = x setzt.
0

Die Bestimmung von lim f(z)/g(z) fiir zwei reelle Funktionen f und g kann sich recht schwierig
gestalten, falls lim f(z) = lim g(z) = 0. Sind f und g jedoch zusitzlich in a differenzierbar und

gilt ¢’(a) # 0, so hat man

f(z) — f(a)
f(x):f(x)—fa _ T —a . a fir = —a
g(@)  g(z)—g(a) g(x)—gla)  g¢(a) '

Eine Verallgemeinerung dieser Uberlegung ist

Satz 1.3.3 (Regel von de I’Hospital) Seien f,qg : |a,b] — R differenzierbar und sei ¢'(x) # 0
fiir alle « € Ja,b[. Auferdem gelte einer der beiden folgenden Fille:

(a) f(z) — 0 und g(x) — 0 fir x — a+,
(b) f(x) = 400 und g(z) — +oo fir x — a+.

Ezistiert dann lim+ f'(x)/g'(x), so existiert auch limJr f(z)/g(x) und
r—a r—a

S (=)
A g@) T gla)

Beweis. Es gelte der Fall (a). Wir setzen f und g durch f(a) := 0 und g(a) := 0 zu stetigen
Funktionen auf [a, b[ fort. Nach Satz 1.3.1 gibt es dann zu jedem x € ]a, b[ ein £(z) € ]a, 2| mit

flx) _ f1(E(x))

g(x) g (E@)

Da mit x — a+ auch £(x) — a+ gilt, folgt hieraus die Behauptung.
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Es gelte jetzt der Fall (b). Sei

N {(C)
CTL @)

und sei € > 0 beliebig. Dann existiert ein ¢ € ]a, b[ derart, dass

f'(x) i
—a|<e furalle z€la,c|.
g'(x) Joel
Nach Satz 1.3.1 gilt damit
f(z) = f(o) i
————= —qa|<e¢ firalle z€]a,c|. 1.3.1
o(z) — (0 fooel (31

Wegen f(x) — +o0o und g(z) — +oo fiir ¢ — a+, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass
f()#0 und g(z)#0 fir z€la,d.

Somit haben wir
f@)  fl@) = fle) _ fl@) = flo) <1 —9(c)/g(z)
g(x)  g(@)—glc)  g(x) —glc) \1— fle)/f(z)

Da nach (1.3.1)

1) fir z€la,].

‘f(x) PG <a+e firale z€]la,c|
9(z) = g(c)
und da )
i L 90/9(8) |
s—at 1 — f(c)/f(x)
existiert folglich ein d € |a, | mit
flz) — flx) = f(o) .
- <e¢ firalle x€la,df. 1.3.2
FomEErc jo.dl (182
Aus (1.3.1) und (1.3.2) erhalten wir mittels Dreiecksungleichung
@) —a‘ <2¢ furalle z€la,d|.
g(x)
Damit ist die Behauptung auch fiir den Fall (b) bewiesen. O

Satz 1.3.4 Seien f,g:]a,+oo] — R differenzierbar, sei g'(x) # 0 fiir alle x € Ja, 400 und gelte

Ezistiert 1i5[_1 f'(x)/g (x), so existiert auch hr_{} f(@)/g(x) und

f@) _ 1)

e=too g(x)  a—too ¢'(x)

Beweis. Wir setzen voraus, dass lirf f'(x)/¢ (x) existiert, nehmen 0.B.d.A. a > 0 an und defi-
Tr—1T00

nieren f1,¢1 :]0,1/a[ — R durch

Da dann ) ) ) )
/ I T2 und / = ()
fi(y) " f (y) 91 (y) 275
und somit , " ,
v=0+ gi(y)  v=0+ g'(1/y)  e—toc g'(x)
erhilt man die Behauptung, indem man Satz 1.3.3 auf f; und ¢; fiir y — 0+ anwendet. O

15



Bemerkung 1.3.5 Offensichtlich gelten die Sétze 1.3.3 und 1.3.4 fiir £ — b— bzw. £ — —o0 in
analoger Form. Damit kann die Regel von de 'Hospital auch zur Berechnung von Grenzwerten
limg f(z)/g(x) benutzt werden. AuBerdem kann man leicht einsehen, dass die oben genannten
Tr—

Sétze auch giiltig bleiben, wenn f(x)/¢’'(z) gegen +oo konvergiert. Dazu ist lediglich der Beweis
von Satz 1.3.3 fiir den Fall (b) zu modifizieren (vgl. Walter, Analysis 1, Abschnitt 10.11). O

Beispiel 1.3.6 (i) Es ist

In(1 1 -1
fim )y, WD)
z—0 T z—0 1
und | .
lim n(z) = lim — =0
r—4o00 T z—+o00 1
(ii) Zur Berechnung von Hlir(r)l_s_xln(x) kann man
1 -1
lim zln(z) = lim n(ajl) = lim 5 =— lim z=0
r—0+ x—0+ r—0+ —ax— r—0+
schlieflen.
(iii) Es ist
lin% cos(z)/* =1,
denn | ]
lim In (cos(x)l/m) = lim In(cos(z)) = —lim sin(z) =0,
=0 z—0 x z—0 cos(x)

woraus sich aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion

lim cos(x)'/* = lim exp (ln (cos(x)””)) = exp (ilirb In (cos(x)l/””)) =exp(0) =1

z—0 x—0

ergibt. O

Ein Anwendungsbereich der Regel von de I'Hospital ist die Untersuchung des asymptotischen
Vehaltens von Funktionen.

Definition 1.3.7 Sei M C R mit sup M = +o0o. Zwei Funktionen f,g: M — K heiffen asymp-
totisch gleich fiir x — 400 (in Zeichen: f(x) ~ g(z) fir x — 4o00) : <

. flx)
A T

Analog fiir © — —o0.
Beispiel 1.3.8 Wir zeigen, dass
1 T
e— <l—|—> ~ 2 i xr — 400.
x 2z
Dazu substituieren wir 2 = 1/y. Es ist dann zu verifizieren, dass
e—(1+y)v e

lim ———— = —.
y—0+ Y 2
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Diesen Grenzwert erhélt man durch zweimalige Anwendung von Satz 1.3.3. Es ist ndmlich

— 1+t 1+y)ly—In(1
lim M:_ lim <1+y)1/y( +y) y2 n(l+vy)
y—0+ Yy y—0+ y
_ —1
o g ROy (A +y)y
y—0+ y2
und ) )
In(1 - (1 1 - 1
i n(+y); ty) 7y o (4Y) 1
y—0+ Yy y—0+ 2 2

O

Beispiel 1.3.8 zeigt u.a., dass die Konvergenz von (1 + 1/x)* gegen e fir £ — +oo “langsam” ist.

Wir wollen jetzt der Frage nachgehen, inwieweit man den Mittelwertsatz fiir komplex- und vektor-
wertige Funktionen, also fiir Funktionen f : I — C bzw. f : I — FE verallgemeinern kann. Dabei
sei hier und im Folgenden wieder £ = K".

Beispiel 1.3.9 Die Abbildung f : [0,27] — C, f(z) := €', ist differenzierbar und es gilt f(0) =
f(2m) = 1. Es ist aber f’(z) # 0 fiir alle z € [0,27], denn f’(z) = iel®. O

Also gilt Satz 1.2.5 nicht fiir komplex- und vektorwertige Funktionen. Man kann jedoch folgende
Abschétzung beweisen, die fiir Funktionen f : I — R sofort aus Satz 1.2.5 folgt.

Satz 1.3.10 Sei f : [a,b] — E stetig, sei f’]a B[ differenzierbar und gelte

If ()| <d firalle z€]la,b (1.3.3)

mit einem d € R. Dann ist

1f(6) = f(a)| < d(b—a). (1.3.4)
Beweis. Seien € > 0 und y € ]a, b[ beliebig und sei M die Menge aller £ € [y, b] mit

[f(x) = fWll < (d+e)(z—y) fir y<a<E.

Dann ist M beschrénkt und nichtleer, denn M C [y,b] und y € M. Also existiert ¢ := sup M. Da
f stetig ist, ist ¢ € M. Somit gilt

1f(@) = fWIl < (d+e)(x—y) fir y<z<c. (1.3.5)

Wir wollen zeigen, dass ¢ = b. Dazu nehmen wir an, dass ¢ < b. Aufgrund der Differenzierbarkeit
von f|]a ] konnen wir dann ein § > 0 so wihlen, dass ¢+ § < b und

= f'(o)

<e firalle z€le,ec+d],
T —c

Hﬂ@f@

d.h.
| f(x) = flc) = fle)(x —o)]| < e(x—¢) fiiralle z€]e,c+4].

Da wegen (1.3.3)

1f (@) = )l —dz—c) < [[f(z) = f)ll = f' (Ol (=) < [[f(z) = fle) = f'()z =) ,
fiir « € [c, b], folgt

If(z) = fo)|| < (d+e)(xr—c) firale z€lc,c+4d].
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Wir schlieffen weiter, dass

1f(2) = F)l < 1f (@) = F)l + 1f(e) = F )l

d+e)(zr—c)+(d+e)(c—y)
d+e)(z—vy)

fiir alle z € ¢, ¢+4]. Dies und (1.3.5) implizieren, dass ¢+ € M, was im Widerspruch zu ¢ = sup M
steht. Also ist ¢ = b.

Damit haben wir gezeigt, dass
IF ) — fI < (d+e)b—y) firalle €>0undy € |a,b|.
Wegen der Stetigkeit von f folgt
1f(®) = fla)| < (d+e)(b—a) firalle £>0.
Die letzte Aussage ist dquivalent zu (1.3.4) und der Satz ist bewiesen. O

Satz 1.3.10 wird gelegentlich auch als Mittelwertsatz zitiert. Als Konsequenzen dieses Satzes haben
wir:

Satz 1.3.11 Sei f : [a,b] — E stetig differenzierbar. Dann ist f Lipschitz-stetig.

Beweis. Da f’ : [a,b] — E stetig und [a,b] kompakt ist, ist auch f’([a,b]) kompakt und damit
insbesondere beschrinkt. Also existiert ein o € R mit

I/ (2)]] <« fiirale z€[a,b].
Durch Anwendung von Satz 1.3.10 erhélt man
If (1) — f(z2)|| < alzy — 2| fiir alle z1,22 € [a,b] .

O

Satz 1.3.12 Sei I C R ein Intervall, sei f : I — E differenzierbar und gelte f'(x) = 0 fiir alle
x € I. Dann ist f konstant.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt
| (x)|=0 firale zel.

Mit Satz 1.3.10 folgt
If(z1) — f(z2)|| <0 fiir alle xy,29 €T,

d.h.
f(z1) = f(ze) firalle zy,2z0€l.
O
Satz 1.3.12 verallgemeinert Satz 1.2.6(v). Als Anwendungen haben wir:
Folgerung 1.3.13 Sei I C R ein Intervall, sei f: I — E differenzierbar und gelte
fl(x)=a firale ze€l

mit einem a € E. Dann ist

fx)=ax+b firale zel (1.3.6)

mit einem b € E.
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Beweis. Die Abbildung ¢ : I — E, o(x) := f(z) — ax, erfiillt die Voraussetzungen von Satz 1.3.12.
Folglich gibt es ein b € F mit p(z) = b fiir alle z € I, d.h. mit (1.3.6). O

Folgerung 1.3.14 Sei A\ € C, sei f : R — C differenzierbar und gelte
() = Xf(z) firalle z€R.

Dann ist
f(x) = £(0)e**  fir alle z € R.

Beweis. Man betrachte ¢ : R — C, ¢(x) := f(z)e~*, und nutze wieder Satz 1.3.12. O

1.4 Differentiation von Funktionenfolgen und -reihen
Wir beginnen mit zwei Beispielen.

Beispiel 1.4.1 Seien f; : R — R, k € N, durch

fr(x) = m

definiert. Dann sind alle fj differenzierbar, die Folge (fx) ist gleichmiiflig konvergent, aber deren
Grenzfunktion f: R — R, f(z) := |z|, ist nicht differenzierbar. O

Beispiel 1.4.2 Seien f; : R — R, k € N, durch

fr(z) = %Sin(k‘x)

definiert. Dann sind alle fj, differenzierbar, die Folge (fi) konvergiert gleichméfig gegen 0, aber (f7,)
ist nicht mal punktweise konvergent, denn f} (x) = cos(kz) und folglich ist z.B. (f} (7)) divergent.
O

Sei wieder £ = K”.
Satz 1.4.3 Scien fi : [a,b] — E, k € N, differenzierbar und gelte:

(1) Fs existiert ein xg € [a,b] derart, dass (fr(xo)) konvergent ist.
(2) Die Folge (f},) ist gleichmdfig konvergent.
Dann konvergiert die Folge (fi) gleichmdfSig gegen eine differenzierbare Abbildung f : [a,b] — E

und

f(z) = klim fi(z)  fir alle x € |a,b] . (1.4.1)

Beweis. Sei ¢ > 0. Nach Eigenschaft (1) kénnen wir ein z¢ € [a,b] so wihlen, dass (fx(x0))
konvergent und somit eine Cauchy-Folge ist. Dann existiert ein k1 € N mit
I (z0) — filzo)|| < g fir alle k0 >k . (1.4.2)

Wegen der Eigenschaft (2) existiert auflerdem ein ko € N mit

I fr(z) = fl(2)| < fir alle € [a,b] und k,1 > ko . (1.4.3)

2(b—a)
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Indem wir Satz 1.3.10 auf f, — f; anwenden, erhalten wir aus (1.4.3), dass

I fe(z) = fi(z) — fr(§) = L&)l < 5

%) lz—¢| firalle 2,&€ b und k,l>ky, (1.4.4)
—a

woraus sich weiter
[ fi(x) = fi(z) — fu(§) — )] <
ergibt. Sei ko := max {ki, k2}. Da

1fx(x) = fil@)[| < 1 fx(@) = filz) = fr(xo) = filzo)ll + [[fx(z0) = filzo)ll ,
liefern (1.4.2) und (1.4.5), dass

fir alle z,£ € [a,b] und k,1 > ko (1.4.5)

[NCRNO)

Ife(z) = filx)|| <e firalle z € [a,b] und k,1 > ko . (1.4.6)

Folglich ist (fx(x)) fiir jedes x € [a,b] eine Cauchy-Folge. Da E vollstindig ist, ist dann (fx(x))
fiir jedes = € [a, b] konvergent. Wir definieren f : [a,b] — E durch

f() = lim fi(a).

k—o0
Aus (1.4.6) folgt durch Bildung des Grenzwertes fiir [ — oo, dass
Ife(z) = f(x)|| <e firalle z€a,b und k > ko .

Also konvergiert (fx) gleichmilig gegen f.

Es bleibt zu zeigen, dass f differenzierbar ist und (1.4.1) gilt. Wir fixieren ein £ € [a,b] und
definieren ¢y, : [a,b] — E, k € N, durch

{ Jr(@) — fr(§) fir o A€
r—§

f1(8) fir z=¢
Dann sind alle ¢ stetig. AuBlerdem gilt wegen (1.4.4) fiir x # € und k,1 > ko

or(r) =

1 €

lor(z) — @i(z)] < g [fe(z) = filz) = fu(&) + Ll < o—a)

Aufgrund der Setigkeit von ¢ — ¢ gilt diese Abschitzung auch fiir z = €. Also haben wir

|k (z) — pi(z)]| < 2(%_@ fiir alle = € [a,b] und k,1 > ks .

Damit ist (pg(x)) fir jedes = € [a,b] eine Cauchy-Folge und wie oben sieht man, dass (¢x)
gleichmiBig gegen die Abbildung ¢ : [a,b] — E, ¢(z) = klim vk (x), konvergiert. Hieraus und

aus der Stetigkeit der ¢y folgt, dass auch ¢ stetig ist. Somit gilt

= lim () = lim lim z) = lim lim
80(5) :v—>§<p( ) r—E& k—oo (pk( ) rz—E& k—oo €T —6 r—E

Also ist f in & differenzierbar und

J() = 9l6) = lim pr(€) = lim fL(€)

Eine im wesentlichen nur andere Formulierung von Satz 1.4.3 ist
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Satz 1.4.4 Seien fi : [a,b] — E, k € N, differenzierbar und gelte:

[e.e]
(1) Es existiert ein xg € [a,b] derart, dass > fr(xo) konvergent ist.
k=1

(2) Die Reihe )~ f; ist gleichmdfig konvergent.
k=1

Dann konvergiert die Reihe > fi gleichmdfig gegen eine differenzierbare Abbildung f : [a,b] — E
k=1
und

= Zf,’c(a:) fir alle z € [a,b] . (1.4.7)

k=1
O

Die Beziehungen (1.4.1) und (1.4.7) kann man auch in der Form

d | . d d — d
R S O G DU D il

schreiben, also als Vertauschungsregel zwischen Grenzwert von Folgen bzw. Reihen und Ableitung.

Als Anwendung von Satz 1.4.4 haben wir

o0

Satz 1.4.5 Sei f(z) = > ar(x—x0)* eine Potenzreihe mit Zentrum zo € R, Koeffizienten aj, € K
k=0

und Konvergenzradius p > 0. Dann ist f : |zg — p,xo + p| — K differenzierbar und

"(z) = Z kap(x — x0)*™ 1 fir alle x € |xg — p, 20+ p[ -

Beweis. Sei 0 € 10, p[ und seien fy : [xo — §, 20 + 6] — K, k € N, durch

fu(@) = ap(x — 2,)F
definiert. Die Abbildungen f; sind offensichtlich differenzierbar, wobei

folw)y=0  und  fi(z) = kap(z —z0)*" " fir keN.
AuBlerdem ist > fi(wo) konvergent. Sei p’ der Konvergenzradius von Y kay(z —x)¥~1. Dann ist
k=0 k=1

o0 o0

o' = p, denn die Konvergenzradien von Y. kay(z — 2¢)*~! und Y kay(z — z0)* stimmen iiberein
k=1 k=0

und folglich gilt

-1 -1 -1
o= (lim sup v/ |k:ak|) = (lim sup Vk ¢/ |ak|) = (lim sup v/ |ak|) =p.
k—oo k—o0 k—oo

Damit konvergiert Z kag(z — z0)*~ ! auf [xg — J, 20 + J] gleichmiBig, d.h. Z f7. ist gleichméfig

konvergent. Mit Satz 1 4.4 folgt, dass f’ 20 — 8, 20 + O] differenzierbar ist und
o0
"(x) = Zkak(x —x0)*1 fiir alle 2 € Jxg — 8,20 + [ .
Da dies fiir alle § € 0, p[ gilt, ist damit der Satz bewiesen. O
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Beispiel 1.4.6 Die so genannte Zeta-Funktion ( : |1, +oo[ — R ist durch

definiert. Wir wollen zeigen, dass diese Funktion differenzierbar ist und

> In(k)

ks
k=2

((s) = -

fir alle s € ]1,400[.

Dazu fixieren wir ein ¢ > 0 und ein € € 0, §[. Wir setzen a := § — ¢ und definieren g : [1, 400 = R
durch

In(x)
g(z) = —2
Daa >0 und ) In(x)
;o l—aln(x)
g'(z) = Togpatl fir alle = € [1, 400,

hat ¢ ein Maximum und ist somit nach oben beschriankt. Also gibt es ein ¢ € Ry mit
In(x)
./,Ea
Damit schlieen wir, dass fiir alle s € [1 4§, +oo[ und alle k € N
ln(k)‘ _ In(k) < In(k) In(k) 1 < C

<c firalle ze€[l,4o0].

ks ks = kltd  ga  flte = flte
. « L c oo X2 In(k) o
Diese Abschitzung impliziert, dass die Reihe »  —— auf dem Intervall [1 + J, +oo[ gleichméBig

— k
k=2
konvergiert. Mit Satz 1.4.4 erhalten wir, dass ¢ ’[1 45, 4o differenzierbar ist und

— 1
C’(s):—kz::2 nk(sk) fir alle s €1+ 6,+o0.

Da dies fiir alle § > 0 gilt, folgt die gewiinschte Aussage. O

Beispiel 1.4.7 Wir entwickeln arctan : R — ]—m/2,7/2[ um 0 in eine Potenzreihe. Da

1
arctan’(z) = T2 fir alle z€R,
T

haben wir

arctan’(r) = Z(—l)kx% fir alle xe]-1,1].
k=0
k

—~

,1)

Fiir die Potenzreihe g(z) = > 2?1 gilt nach Satz 1.4.5 ebenfalls

g (z) = Z(—l)kxmC fir alle xe]|-1,1].

arctan(zx) = Z (=1) 22 fir alle x € ]-1,1].
k=0

Diese Reihenentwicklung liefert zusammen mit der so genannten Machinschen Formel

T _ garctan [ 1 tan [
4 = 4 arctan 5 arctan 239

gute Niherungen fiir 7 (vgl. Konigsberger, Analysis 1, Abschnitt 8.11). O
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1.5 Die Taylor-Entwicklung
Bezeichne wieder I ein Intervall in R.

Definition 1.5.1 Sei xg € I und sei f: I — K k-mal differenzierbar. Dann heifit

f(j)(!xo) (& — z0)’

k
Ti(f,w0) : R =K, Th(f,m0)(x) =Y ;
j=0

k-tes Taylor-Polynom von f in zy und
Rk(f7 IO) I —-K ) Rk(f7 xo)(‘r) = f(CC) - Tk(fa 'IO)(‘I) )

k-tes Restglied von f in x.

Bemerkung 1.5.2 Wie man unmittelbar sieht, ist Ty (f,zo) das eindeutig bestimmte Polynom
p: R — K vom Grad hochstens k£ mit

P9 (z0) = fD)(20) fiix j=0,1,...,n.

O

Satz 1.5.3 (Satz von Taylor) Seixg € I und sei f : I — R (k+1)-mal differenzierbar, k € Ny.
Dann gilt:

(i) Cauchy-Form des Restgliedes: Zu jedem x € I existiert ein s € 0,1 mit

Bi(f,20)(2) = o —];S(x — 20))

(1 —8)f(z —20)*+t. (1.5.1)

(ii) Lagrange-Form des Restgliedes: Zu jedem x € I existiert ein t € |0, 1] mit

(k+1) (g T—x
R, 20) () = T (éitf)! 0) (5 — o)+ . (15.2)

Beweis. Sei z € I fixiert, gelte 0.B.d.A. x # xg und sei ¢ : I — R durch

o(y) = f(z) = Te(f,y)(z)

definiert. Dann ist ¢ differenzierbar und es gilt ¢(z) = 0 und ¢(xg9) = Ri(f, zo)(x). Nach dem
Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert demnach ein s € ]0, 1[ mit

Ri(f,20)(x) = —¢' (w0 + s(x — x0))(z — o) -

Da

(x_y)k )

k .
f9) PR Ll (),
> f)! (@—yyt=-1—2

1l | — |
7! = k!

ko rG+1) )
Py =S iy
=0

folgt (1.5.1) und (i) ist bewiesen.

Zum Beweis von (ii) betrachten wir zusétzlich die Abbildung
Vil =R, Py) = (@ -yt

Auch diese Abbildung ist differenzierbar, wobei

W(y)=—(k+ 1Dz —yr.
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AuBerdem gilt ¥(x) = 0 und ¢ (zo) = (z — 29)¥T!. Damit existiert nach dem verallgemeinerten
Mittelwertsatz der Differentialrechnung ein ¢ € ]0, 1] mit

Ri(f,wo)(x) _ ¢'(wo+t(x — o)) _ fEHV (o + t(x — x0))
(x —zo)"1 P (zo + t(z — 20)) (k+1)! ’

d.h. mit (1.5.2). O

Bemerkung 1.5.4 Offensichtlich ergibt der Satz von Taylor fiir £ = 0 gerade wieder den Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung. O

Als erste Anwendung von Satz 1.5.3 betrachten wir

Beispiel 1.5.5 Wir berechnen /9 mit einer Fehlerdifferenz kleiner als 10~2. Dafiir benutzen wir
folgende Uberlegung. Sei a € |0, 1[ und sei f : ]—1, +oo[ — R durch

f(@) = (1+2)°
gegeben. Dann ist f beliebig oft differenzierbar und es gilt f(0) = 1 und
fP@) =al@a—1)--(a—j+ 1)1 +z)*7 fir jEN.
Somit ist

k

f(z) = Z (j)xj + Ri(f,0)(z) fur keNg.

Jj=0

Sei k € N und sei z € R. Nach der Lagrange-Form des Restgliedes ist

Rie(f.0)(2) = fél;j)itﬁ) LR — <k j_ 1) (14 ta)a—h1gh+l

mit einem ¢ € ]0,1[. Da

(1+tx)* 1 <1 fir z>0undte]0,1]

und
a _a~\a71\-|a—2|~'|a—k|<a~1~2~-~l<:_ a
E+1/)| (k+1)! - (k+1! E+17
folgt
\Rk(f,O)(m)|§kilmk+l fir keNundz>0. (1.5.3)

Sei jetzt a = 1/3. Wegen (1.5.3) und
1 9" o
1(5)-(:) -7

€/§—2§2:<1/.3>1,< 2 _ 1 s

haben wir dann

81~ 9.8 2304

i=o N
Also ist )
1/3\ 1 1 1 599
2 —=2(1+—-—]=—
jzo<j>8j <+3-8 9-64) 288
eine Niherung von /9 mit einem Fehler kleiner als 10~5. O
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Eine weitere Anwendung von Satz 1.5.3 ist die folgende Verallgemeinerung von Satz 1.2.9.

Satz 1.5.6 Sei I offen, sei xg € I und sei f: I — R k-mal differenzierbar, k > 2. Auflerdem gelte

fOz0) =0 fir j=1,....k—1. (1.5.4)
Ist dann k gerade und %) (xq) < 0 (bzw. f*)(29) > 0), s0 hat f in xo ein isoliertes lokales
Mazimum (bzw. isoliertes lokales Minimum,).

Beweis. Sei k gerade und sei f*)(zq) < 0. Da f*~1(z0) = 0 und somit

F®(2g) = lim @) @)

T—To T — X0
existiert dann ein € > 0 derart, dass |zg — &, 29 + &[ C I und

f4 (@)

<0 firalle z€lzg—e,x0+¢[\{zo}.
T — X0

Also ist fF=D(x) > 0 fiir alle 2 € Jzg — &, 29[ und f*~V(2) < 0 fiir alle © € Jzg,zo +¢[. Da k
gerade ist, gilt dann auch

FE D (o + t(z — 20)) (2 — 20)* 71 < 0 fiir alle € |zg — &, 20 + [\ {zo} und ¢ €]0,1[. (1.5.5)
Nach Satz 1.5.3 und wegen (1.5.4) existiert zu jedem = € I ein ¢ € ]0, 1] mit

FED (20 4 t(x — 30))

=1 )

f(x) = flxo) +

(x — x0

Hieraus und aus (1.5.5) folgt
f(x) < f(zo) firalle x €|z —e,z0 +¢[\ {zo},

was bedeutet, dass f in x( ein isoliertes lokales Maximum hat.

Der Beweis fiir f*)(zo) > 0 verliuft véllig analog. O

Schaut man sich den letzten Beweis noch einmal an, so sieht man, dass in der Situation von
Satz 1.5.6 fiir ungerades k und f*)(z) # 0 in 2o kein lokales Extremum vorliegt. Stattdessen hat
f in diesem Fall in x( einen so genannten Wendepunkt.

Definition 1.5.7 Sei I offen und sei f : I — R. Man sagt, f hat in zy € I einen Wendepunkt
: <= Fs existiert ein € > 0 derart, dass |xo—e,zo+e[ C I und eine der Abbildungen f|]x

undf‘[

0 — €7x0]

20, 20 + €] konvexr und die andere konkav ist.

Satz 1.5.8 Sei I offen, sei xg € I und sei f: I — R differenzierbar. Dann hat f genau dann in
zo einen Wendepunkt, wenn f' in xq ein lokales Extremum hat.

Beweis. Die Behauptung ist eine unmittelbare Schlussfolgerung aus Satz 1.2.13. O

Satz 1.5.9 Sei I offen, sei xg € I und sei f: I — R k-mal differenzierbar, k > 3. Auflerdem gelte
f(ze) =0 fir j=2,....k—1.

Ist dann k ungerade und f*) (xo) #0, so hat f in x¢ einen Wendepunkt.
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Beweis. Indem man Satz 1.5.6 auf f’ anwendet, erhilt man, dass f’ in zg ein lokales Extremum
hat. Nach Satz 1.5.8 hat f damit in zy einen Wendepunkt. O

Definition 1.5.10 Sei z¢ € I und sei f € C*(I,K). Dann heifit die Potenzreihe

() (g ,
710 (0) = 3 L o — gy
=

Taylor-Reihe von f in xzg.

Selbst wenn T'(f,zo)(z) fiir ein & # xo konvergent ist, muss T(f, zo)(z) nicht notwendig gegen
f(x) konvergieren. Wir geben dazu das folgende Beispiel an.

Beispiel 1.5.11 Die Funktion

exp(—1/x fir >0
fTR—-R, f(ff):{ p(o/) fir <0 °

ist beliebig oft differenzierbar und
f90)=0 firalle jeNg.

Folglich ist T'(f,0)(z) = 0 fiir alle z € R, aber f(z) # 0 fiir > 0. O

Existiert eine Umgebung U C I von z( derart, dass T'(f,zo)(z) fiir alle x € U gegen f(z) konver-
giert, so sagt man auch, dass f in zg eine Taylor-Entwicklung besitzt.

Satz 1.5.12 Seien xg,x € I und sei f € C°(I,K). Dann konvergiert T(f,zo)(x) genau dann
gegen f(x), wenn

Jim Ry (f,z0)() = 0.

Beweis. Dies folgt daraus, dass Tg(f, xo)(x) die k-te Partialsumme von T'(f,zo)(x) ist und dass
Ri(f,z0)(x) = f(z) = Ti(f, z0)(2). O
Beispiel 1.5.13 Wir betrachten die Funktion

fi]-1,4o0[ =R, f(z):=Inl+x).
Diese Funktion ist glatt und es gilt f(0) = 0 sowie

(=D =)t

9 (z) = T fir alle jeN.
Demnach ist
> (=1)i+1
71,0 =3 EV 0
=

Sei « € ]—1,1[. Nach der Cauchy-Form des Restgliedes haben wir

_ FEH (sz) ko (D" ko k+1
Rk(fao)(x) - K (1 75) €z - (1 +Sl‘)k+1 (1 - S) z
fiir ein s € ]0, 1[. Mittels
1-s
l+sz>1—sjz/>1—]z/>0 und —— <1
1— s|z|

26



leiten wir

(1 _ s)k|x\k+1 |x|k+1 < 1—3 )k |m|k+1
| = < <

|Ri.(f,0)(x) (1 +sz)FT ~ 1— |7 11—z

ab. Dies impliziert, dass

1 — s||

klim Ri(f,0)(z) =0 furalle ze]-1,1].

Nach Satz 1.5.12 gilt somit

o0 J+1 )
n(l+z) Z /) furalle ze]-1,1].

j=1
Die obige Gleichung bleibt auch fiir = 1 richtig, d.h. es gilt

o0
1J+1 1 1 1
S S—Z4, 1.5.
Z stz 1t (1.5.6)

j=1
Um dies einzusehen, benutzen wir die Lagrange-Form des Restgliedes. Danach ist

P (1

Ri(f,0)(1) = (k+1)  (k+ 1)1+ )kt

fiir ein ¢ € ]0, 1[. Es folgt

(£ < 7

Dies liefert
klim Ri(f,0)(1)=0

und (1.5.6) ist gezeigt. O
In engem Zusammenhang mit der Taylor-Entwicklung steht der Begriff der analytischen Funktion.
Definition 1.5.14 Sei I offen. Eine Abbildung f : I — K heifit (reell) analytisch : <= Zu jedem
zo € I existieren ein € > 0 mit |vg — &,20 + [ C I und eine Potenzreihe > ap(z — x0)* mit

k=0
Zentrum xg und Koeffizienten ay € K derart, dass

x):Zak(xfxo)k fir alle x € lxg —e,x0+¢[ .

Die Menge aller analytischen Abbildungen f : I — K wird iiblicherweise mit C*¥ (I, K) bezeichnet.
Wie man leicht sieht, ist C*(7,K) ein K-Vektorraum.

Satz 1.5.15 Sei I offen. Eine Abbildung f : I — K ist genau dann analytisch, wenn f glatt ist
und zu jedem xg € I ein € >0 mit |Jzg —e,20 + €[ C I und

flx) =T(f,x0)(x) firalle z€lxg—e,x0+ €] (1.5.7)

existiert.

Beweis. (=) Sei f : I — K analytisch und sei g € I. Dann gilt

x) = Zak(x —x)* fiiralle a € zg —e,x0 + €[ (1.5.8)
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mit gewissen aj € K und einem € > 0. Hieraus folgt durch wiederholtes Anwenden von Satz 1.4.5,
dass f im Intervall Jzg — €, 2o + €[ beliebig oft differenzierbar ist und dass

f<j)(:1:) = Zk(k -1 (k=74 Dag(z — zo)k*j fir alle 2z €lzg—e,20+¢[und j € Ny .
k=3
Insbesondere ist )
j
aj = fj(,“) fir alle j € No . (1.5.9)
Aus (1.5.8) und (1.5.9) folgt (1.5.7).
(«<=) Das ist offensichtlich. O

Beispiel 1.5.16 (i) Jedes Polynom

p:R=K, p)=> ap”,

k=0
ist analytisch, denn fiir alle zp,z € R gilt
m m k k
S W M ) [
k=0 k=0  1=0
=3 (3 ()t o
1=0 \k=l
(ii) Die Exponentialfunktion exp : R — R ist analytisch. Wir haben némlich
o~ (& — o)
exp(z) = exp(xo) exp(x — o) = exp(xo) Z x 0
k=0
fir alle zg,z € R. O

Den natiirlichen Rahmen zur Untersuchung analytischer Funktionen bildet die komplexe Analysis,
genauer die so genannte Funktionentheorie. In diesem Kontext kann man relativ einfach beweisen,
dass, neben der Summe und dem Produkt, auch die Verkettung analytischer Funktionen und das
Reziproke eine nirgends verschwindenden analytischen Funktion wieder analytisch sind. Auflerdem
kann man zeigen, dass, wie im letzten Beispiel in Spezialfillen nachgewiesen, eine Potenzreihe mit
Zentrum zy € R und Konvergenzradius p > 0 auf |xg — p, z¢ + p[ analytisch ist. Natiirlich kénnen
diese Aussagen auch auf entsprechende Resultate fiir Potenzreihen zuriickgefiihrt werden (vgl. z.B.
Konigsberger, Analysis 1, Abschnitt 14.2).
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Kapitel 2

Differentialrechnung in mehreren
Veridnderlichen

2.1 Differenzierbare Abbildungen

Im Folgenden sei U eine offene Teilmenge von R™. Desweiteren sei wieder £ = K", wobei K = R
oder K = C.

Definition 2.1.1 (i) Eine Abbildung f : U — E heifit differenzierbar in a € U : <= Fs
existiert eine lineare Abbildung L : R™ — E mit

Lo fa+v) = f(a) - L)

v—0 [[o]]

=0. (2.1.1)

(ii) Fine Abbildung f : U — E heifst differenzierbar : <= f ist in jedem a € U differenzierbar.

Bemerkung 2.1.2 Nach Satz 1.1.5 ist Definition 2.1.1 eine Verallgemeinerung von Definiti-
on 1.1.1. U

Lemma 2.1.3 Sei f : U — E und sei a € U. Dann existiert hichstens eine lineare Abbildung
L:R™ — E mit (2.1.1).

Beweis. Seien L1, Ly : R™ — E linear und gelte

lim fla+v)— fla) = Li(v)  lim fla+v) = f(a) — La(v)

=0.
v—0 [[v]] v—0 [[v]]
Fiir jedes v € R™ \ {0} haben wir dann
Ll(U) — LQ('U) — lim Ll(t’l)) — Lz(t’l})
[[v]] t—0+ [tv]]
i J@H )~ f@ = Laftr) | flat ) = fla)~ L) _
t—0+ ||th|| t—0+ HtU”
also Ly (vy) = La(va). O

Definition 2.1.4 Ist f : U — E in a € U differenzierbar, so wird die durch (2.1.1) bestimmte
lineare Abbildung L : R™ — E das Differential von f in a genannt und mit Df(a) bezeichnet.
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Beispiel 2.1.5 Sei L : R™ — FE linear. Aus
L(a+v)— L(a) — L(v) =0 fiir alle a,v € R™
folgt, dass L differenzierbar ist und
DL(a) =L fir alle a€R™.
O

Beispiel 2.1.6 Sei ® : R* x R! — FE bilinear, d.h. fiir alle (z1,y1), (22,72) € RF x Rl und
ar,az, Bi, P2 € R ist

O(aqz1 + a1, Sryr + Biye)
= a101P(z1, 1) + a152P(21,92) + a1 P(x2, Y1) + 2 foP(22, y2) -

Wir zeigen, dass @ differenzierbar ist und
D®(a,b)(v,w) = ®(v,b) + ®(a,w) fiir alle (a,b), (v,w) € R¥ x R .
Da ® stetig und M = {(z,y) € R¥ x R : ||z|| = ||ly|| = 1} kompakt ist, existiert ein ¢ > 0 mit
|®(z,y)|| <c firalle (z,y)e M.
AuBlerdem gilt

(v, w)I? = [[v]]* + [wl|® > 2 [o]| |w] fiir alle (v, w) € R* x R".

Somit ist
HCI)((], + v, b+ w) — (I)(a, b) — CI)(”U, b) — (I)(a, w)”
(v,u)—(0,0) (v, w)]|
_ (v, w)|
(v,w)—(0,0) ||(U,U})||
| )
= o 00) o]l [Jwl]
c
<
< dm Tl
= O s
was die gewiinschte Aussage liefert. O

Satz 2.1.7 Ist f: U — E in a € U differenzierbar, so ist f in a stetig.

Beweis. Sei f: U — E in a € U differenzierbar. Dann ist
lim (f(a+v) — f(a) ~ Df(a)(v)) = 0.

Da Df(a) stetig ist und somit
lim Df(a)(v) =0,

v—0
folgt
lim (f(a +v) = f(a)) = lim (f(a +v) = f(a) = Df(a)(v)) + lim Df(a)(v) = 0.

v—0 v—0

Offensichtlich gilt
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Satz 2.1.8 (Summenregel) Seien f1,fo : U — E in a € U differenzierbar. Dann ist auch
fit fo:U — FEinae€U differenzierbar und

D(f1 + f2)(a) = Dfi(a) + Dfa(a) .

Als weitere Rechenregeln haben wir:

Satz 2.1.9 (Kettenregel) Sei U; eine offene Teilmenge von RF und U, eine offene Teilmenge
von R'. Sei g : Uy — Us in a € Uy differenzierbar und sei f : Uy — E in g(a) differenzierbar. Dann
ist fog:Uy — FE in a differenzierbar und

D(fog)(a) =Df(g(a)) o Dg(a) .
Beweis. Wir setzen
L:=Dg(a) und K :=Df(g(a))
R(v) :=g(a+v) —g(a) — L(v) ,
S(w) := f(g(a) + w) — f(g(a)) = K(w) ,
T(v):=fogla+v)— fog(a)— KoL)

fir v € V1 € RF und w € V5 C R!, wobei Vi und V; geniigend kleine Umgebungen von 0 sind.
Nach Voraussetzung ist

RO (2.1.2)
v=0 |lv]|
und g
m 2 g (2.1.3)
w=0 [|wl]
Wir miissen zeigen, dass
lim T _ g,
v=0 [0

Dazu bemerken wir, dass

T(v) = f(g(a) + g(a+v) —g(a)) — f(g(a)) — K(L(v))
= f(g(a) + L(v) + R(v)) — f(g(a)) — K(L(v) + R(v)) + K(R(v))
= S(L(v) + R(v)) + K(R(v))
Wegen (2.1.2) ist
lim K@) _
v=0 o] '

Es bleibt zu zeigen, dass
=0. (2.1.4)

Nach (2.1.3) ist die Abbildung

- - — i 0
§:Veo B, Sw={ Tu w7

in 0 stetig, was zusammen mit (2.1.2)

lim, S(L(v) + R(v)) =0 (2.1.5)
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liefert. Aulerdem konnen wir ein ¢ > 0 und ein € > 0 derart wihlen, dass
IL(z)|| <c fir [af =1
und

=)

o]l

L) + Bl HL <HUI)H IO

[[o] o]l

<1 fir O0<|v|<e,

was

<c+1 fir 0< || <e

impliziert. Hieraus und aus (2.1.5) folgt

i SE@ +RE))

v—0 H’U” v—0 H’U”

M) + RO 1) 4 rw)) = 0.

Damit ist (2.1.4) gezeigt und der Satz ist bewiesen. O

Satz 2.1.10 (Produktregel) Seien f : U — F und g : U — K in a € U differenzierbar. Dann
ist auch fg:U — E in a € U differenzierbar und

D(fg)(a)(v) = Df(a)(v) g(a) + f(a) Dg(a)(v) fir alle veR™.
Beweis. Seien ¢ : U — ExKund ® : £ x K — E durch
p() = (f(2),9(x)) und @(y,2):=yz
definiert. Die Abbildung ¢ ist nach Voraussetzung in a differenzierbar und

De(a) = (Df(a),Dg(a)) -

Mit Beispiel 2.1.6 und Satz 2.1.9 folgt

fir v € R™. O

Satz 2.1.11 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung) Sei f : U — R differenzierbar und
seten a,b € U derart, dass

S(a,b) :={a+tb—a):t€]0,1[} CU.
Dann existiert ein & € S(a,b) mit
f(0) = f(a) =Df(&)(b—a) .

Beweis. Sei ¢ : [0,1] — U durch
o(t):=a+tb—a)
definiert und sei F' := f o ¢. Da F stetig und F’]O 1 differenzierbar ist, existiert nach Satz 1.2.5
ein ¥ € 10, 1[ mit
F(1) - F(0)=F'(9) .
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Wir setzen £ := () € S(a,b). Da (vgl. Satz 1.1.5)
F'(0) =DF@)(1) und ¢'(9) =Dyp(9)(1),

erhalten wir durch Anwendung der Kettenregel

O

Satz 2.1.12 Sei U C R™ offen und zusammenhingend und sei f : U — E differenzierbar. Dann
ist f genau dann konstant, wenn

Df(z)=0 firalle z€U. (2.1.6)

Beweis. (=) Das ist offensichtlich.
(«<=) Es gelte (2.1.6). Sei a € U fixiert und sei

M:={zecU: f(z)= f(a)}.

Dann ist M # (), denn a € M. Sei z € M. Da U offen ist, existiert ein ¢ > 0 mit B.(z) C U. Sei
€ € Bo(x) und sei ¢ : [0,1] — Be(z) durch

p(t) =z +1(§ — )
definiert und sei F' := f o ¢. Dann ist F stetig, F’]O, 1 differenzierbar und
F'(t) =DF(t)(1) = Df(p(t))(Dp(t)(1)) =0 fiir alle ¢ €]0,1][,
was nach Satz 1.3.12 impliziert, dass F' konstant ist. Folglich gilt
f(&) = f(x) = f(a) firalle £¢€ B.(x),

d.h. B:(x) € M. Also ist M eine offene Teilmenge von R™. Aufgrund der Setigkeit von f ist M
auflerdem eine abgeschlossene Teilmenge von U und somit U \ M eine offene Teilmenge von R™.
Da U nach Voraussetzung zusammenhéngend ist, folgt M = U, d.h.

f(x)=f(a) firalle z€U.

2.2 Richtungsableitungen und partielle Differenzierbarkeit

In den folgenden Uberlegungen sei t € R.

Definition 2.2.1 Sei f: U — F, sei a € U und sei v € R™. Euxistiert der Grenzwert

o flat o)~ f(a)
t—0 t

)

so wird er die Richtungsableitung von f in a in Richtung v genannt und mit Vy f(a) be-
zeichnet.
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Bemerkung 2.2.2 Die Richtungsableitung von f : U — F in a € U in Richtung v € R™ existiert
offensichtlich genau dann, wenn die durch ¢(t) := f(a + tv) fiir ¢ nahe 0 definierte Funktion ¢ in
0 differenzierbar ist. In diesem Fall ist

Vo f(a) =¢'(0),

was man auch in der Form

d
\Y = — t
of(@) = giflatmw)|

schreibt. O]

Satz 2.2.3 Sei f : U — E in a € U differenzierbar. Dann existieren alle Richtungsableitungen

von f in a und
Vof(a) =Df(a)(v) fir alle veR™.

Beweis. Sei v € R™ \ {0}. Dann gilt

}E% f(a + tq;) — f(a') _ Df(a)(v) _ ”,UH }E% ||f(a’ + tU) — -ﬂf:}) — Df(a)(tv)H =0,
also
}if(l) w =Df(a)(v) .
Da trivialerweise
Vo fla) =0=Df(a)(0),
ist damit der Satz beweisen. O

Das folgende Beispiel zeigt, das man von der Existenz aller Richtungsableitungen in einem Punkt
nicht auf Stetigkeit und somit auch nicht auf Differenzierbarkeit in diesem Punkt schlieen kann.

Beispiel 2.2.4 Sei f: R? — R durch

7173 fiir (z1,22) #0
flz,m0) i =¢ 22+ a3 b2
0 fir (z1,22)=0

definiert. Dann ist f in 0 unstetig. Es existieren aber alle Richtungsableitungen von f in 0, denn
fiir t # 0 und v = (v1,v2) € R?\ {0} gilt

fltv) — £(0) _ f(tv) _ wvivd

t t vl +t2d’
woraus
vj fiir v #0
Vuf(0) =49 © '
0 fir v1=0
folgt. U

Als Rechenregeln fiir die Richtungsableitung haben wir u.a.:

Satz 2.2.5 Fir f,fi,fo: U - E, g:U—-K,acU, veR"™ und a € R gilt:

(i) Emistiert Vy f(a), so ezistiert auch Voo f(a) und

Vavfla) =aVyf(a) .
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(ii) Ewmistieren Vy fi(a) und Vo fa(a), so existiert auch Vy(f1 + f2)(a) und
Vu(fi + f2)(a) = Vo fi(a) + Vo fa(a) .
(iii) Ewistieren Vo f(a) und Vyg(a), so ezistiert auch Vy(fg)(a) und
Vu(fg)(a) = Vo fla) g(a) + fla) Vog(a) .
Beweis. Die Behauptungen ergeben sich aus Satz 1.1.9 und Bemerkung 2.2.2. O
Sei {e1,...,en} die Standardbasis von R™, d.h.
=(1,0,0,...,0), es:=(0,1,0,...),

Definition 2.2.6 (i) Fine Abbildung f : x € U — f(z) = f(z1,...,2m) € E heifit partiell
differenzierbar in a € U : <= Die Richtungsableitungen Ve, f(a), i = 1,...,m, existieren.
Die Richtungsableitung Ve, f(a) wird dann die partielle Ableitung von f in a nach z;

0
/ (a) bezeichnet.
Ly
(ii) Fine Abbildung f : U — E heifit partiell differenzierbar : < f ist in jedem a € U
partiell differenzierbar.

genannt und mit

Die partielle Ableitung einer Abbildung f: U — F in a = (ay,...,a,) € U nach x; ist also

of
8l’z< ) 7f(a+t€i) t=0
d
= dm‘f(al,...,al—_l,xi,aiﬂ,...,am)

Ti=a;
Beispiel 2.2.7 Die Abbildung
fiR?=R?, f(z,22) := (sin (z123) ,cos(z1)) ,

ist partiell differenzierbar und es gilt

of
8901

(z1,22) = (23 cos (z123) , —sin(z1)) und %(1‘1,172) = (2z122 cos (z123) ,0) .
2

0

Satz 2.2.8 Ist f: U — E in a € U differenzierbar, so ist f in a auch partiell differenzierbar und

0
a:'i'(a) =Df(a)(e;) fir i=1,...,m.
Beweis. Das ist eine unmittelbare Konsequenz von Satz 2.2.3 und Definition 2.2.6. O

Sei f = (f1,.--,fn) : U — R™ in a € U differenzierbar und sei v = (v1,...,vn) € R™. Nach
Satz 2.2.8 gilt

Df(a)(v) = Df(a) (Z em> = Df(a)(e
i=1 i=1

"9
:Zaj (O’)U’L
i=1 v
af  Ofn
:<Zaxt ...,;axi(a)vi> ,
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d.h.

s = (L)

wobei of of
1 1
, 9, (a) T (a)
8—£(a) = : : (2.2.1)
Ofn 0 fn
o (a) T (a)

0
Also ist die Matrix 8—f(a) die Matrix-Darstellung der linearen Abbildung Df(a) : R™ — R"
s
beziiglich der Standardbasen.

Definition 2.2.9 Sei f = (f1,...,fn) : U = R™ ina € U differenzierbar. Die in (2.2.1) definierte

n x m-Matriz a—(a) heifit die Jacobi-Matrix von f in a.
x

Mit Hilfe der partiellen Ableitungen driickt sich die Kettenregel (Satz 2.1.9) folgendermafien aus.

Satz 2.2.10 (Kettenregel) Sei U, eine offene Teilmenge von R* und Uy eine offene Teilmenge
von RE. Sei

g:x €U (g1(x),...,q1(x)) = (1(z1, ...y xk)y ..y gi(x1,. .. xK)) € Us

in a € Uy differenzierbar und sei

fiyeUy— fly)=fly1,...,y) €EE

in g(a) differenzierbar. Dann gilt

Beweis. Geméafl den Satzen 2.1.9 und 2.2.8 ist

@) =07 09)(@) (<) = Dr(o(a) (Dgte) (<))

Loof dg,
:; ;0@ 52 (@

firi=1,...,k, wobei {egk), .. ,e,(vk)} und {egl), - el(l)} die Standardbasen von R* und bzw. R!
bezeichnen. O

Beispiel 2.2.4 zeigt, dass man aus partieller Differenzierbarkeit nicht auf Differenzierbarkeit schlie-
Ben kann. Es gilt jedoch:
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Satz 2.2.11 Sei f: U — E partiell differenzierbar und seien die partiellen Ableitungen

of
8(Ei

:U—-FE, 1=1,...,m,
in a € U stetig. Dann ist f in a differenzierbar.

Beweis. Seien L : R"™ — E und ¢ : U — E durch

L(v) := Z 3f‘ (a)v; und @(z) = f(z) — L(z — a)

definiert. Dann ist L offensichtlich linear. Auflerdem ist ¢ partiell differenzierbar und

0 0 0
(@) = a;l(x)— &fi(a)

fir i=1,....,m.

Da die partiellen Ableitungen von f in a stetig sind, existiert demnach zu vorgegebenem & > 0 ein

d > 0 mit Bs(a) C U und
a(p(l‘) < S fiir alle x € Bs(a) und i =1 m (2.2.2)
oz, \/ﬁ 5 =1,....m. 2.
Sei v € R™ mit ||v|| < 6 und seien ¢; : [0,1] — E, i =1,...,m, durch
Pi(t) =
Pa(t) == plar +v1,a2 +tva,a3,...,0m—1,0m) ,

(a1 +tvi,az,a3,. .. am-1,0m) ,

Y (t) = (a1 +vi,a2 +v2,a3 + V3, ..., Am—1 + VUm—1, G + tU,)

definiert. Dann ist .
platv) —pla) =Y (%i(1) - :(0)) .
i=1
AuBerdem impliziert (2.2.2), dass
€
[ < —=

N

Mit Hilfe von Satz 1.3.10 und der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung folgt

lv;| firalle t€]0,1[undi=1,...,m.

li =1 =0,
v—0 [[v]] v—0 [[v]]
und der Satz ist bewiesen. O

Wie man bereits anhand von Beispiel 1.1.21 sehen kann, ist die Stetigkeit der partiellen Ableitungen
keine notwendige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit.

Wir fithren jetzt einen weiteren Begriff ein. Dabei benutzen wir den Fakt, dass zu jeder linearen
Abbildung L : R™ — R genau ein Vektor w € R™ mit

L(v) = (w,v) fiiralle veR™

existiert.
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Definition 2.2.12 Sei f : U — R in a € U differenzierbar. Der Vektor w € R™ mit
Df(a)(v) = (w,v) fiir alle veR™

wird der Gradient von f in a genannt und mit grad(f)(a) bezeichnet.

Satz 2.2.13 Sei f: U — R in a € U differenzierbar. Dann ist

(@) = (L@ @)

Beweis. Fiir v = (v, ...,0y) € R™ haben wir nach Satz 2.2.8

Df(a)(v)igi(a)m <<§i(a),...,£{n(a)) ,(vl,...,vm)> .

O

Der folgende Satz besagt, dass der Gradient diejenige Richtung angibt, in der die Funktion am
starksten wachst.

Satz 2.2.14 Sei f : U — R in a € U differenzierbar und sei v € R™ mit ||v|| = 1. Dann gilt:

(i) [Vof(a)| < | grad(f)(a)]|-
(ii) Im Fall grad(f)(a) # 0 ist

)] o BN
Vo f(a) = || grad(f)(a)|| <= ['grad(f)(a)| -

Beweis. Sei v € R™ mit ||v|| = 1. Als erstes bemerken wir, dass

Vuf(a) = Df(a)(v) = (grad(f)(a),v) .

Nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ist

[(grad(f)(a), v})| < || grad(f)(a)ll ,

wobei die Gleichheit genau dann eintritt, wenn grad(f)(a) und v linear abhingig sind. Ist also

grad(f)(a) # 0 und
(grad(f)(a),v) = [l grad(f)(a)] , (22.3)

so ist v = «a grad(f)(a) fir ein a € R. Setzt man das in die Gleichung (2.2.3) ein, so erhélt man
a =1/ grad(f)(a)[], also
grad(f)(a)

V=
| grad(f)(a)
Da aus (2.2.4) offensichtlich (2.2.3) folgt, ist damit der Satz bewiesen. O

(2.2.4)

Als néchstes definieren wir die hoheren partiellen Ableitungen.

Definition 2.2.15 Fine Abbildung f : U — E heiffit einmal partiell differenzierbar : <— f
ist partiell differenzierbar. Die partiellen Ableitungen von f werden dann partielle Ableitungen
erster Ordnung von f genannt. Die Abbildung f heiffit k-mal partiell differenzierbar fiir
k=2,3,...: <= [ ist (k—1)-mal partiell differenzierbar und alle partiellen Ableitungen (k —1)-
ter Ordnung von f sind partiell differenzierbar. Deren partielle Ableitungen werden dann partielle
Ableitungen k-ter Ordnung von f genannt.
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Ist f:2 €U f(z) = f(x1,...,2m) € E zweimal partiell differenzierbar, so bezeichnen wir die

2
partielle Ableitung von of nach z; mit 9 , d.h. wir setzen
63%‘ 8.’1?ja$(}i
°; _ 0 (o
8xj8xi o 8xj 31172 '

Analog setzen wir

8kf - o ak—lf

8951-18951-2 cee 03:% o 8xi1 8:% s 8£Ezk

fir k = 3,4,... und 41,19,...,%, = 1,...,m, falls f k-mal partiell differenzierbar ist. Wie iiblich
werden wir die Abkiirzung
of _  9f

02F " o 0m;

verwenden.

Beispiel 2.2.16 Die partiellen Ableitungen erster Ordnung von

.f : R2 - RZ ) f(xlva) = (I‘%l‘g,l’% —|—1’§) )

sind
0
%(1‘1,132) = (32723,221) und a—g‘i(xl,@) = (22%22,2125) .
1
Als partielle Ableitungen zweiter Ordnung erhalten wir
82
a—m‘é(zl,xg) = (61‘1.&8%,2) ,
1
0*f
@(1’1,@) = (241,2) ,
2
>’f >’f
m(ml,@) = m(l’l,@) = (6a315,0) .
O
Beispiel 2.2.17 Sei f: R? — R durch
3 3
T1T2 — T1T9 .
————= f , 0
fx1,20) = x? + a3 i (o, @2) 7
0 fir  (x1,22) =
definiert. Dann haben wir
4 4 2.3 _ .5
i —: 37132322 T2 fiir (1‘1,1‘2) 7é 0
87:1(%’@) = (1 +23)
0 fir (x1,22)=0
und 5 3.2 4
.yl _
9 = 2%%2 2$1x2 fir (21,72) #0
87(l‘1,$2) = (2% + x3)
: 0 fir (z1,22)=0
Folglich ist
0% f 1 of 0% f . 1 of
Fupom, V= Hm g 5, () =1 d oo () =lim s 5 (B0 =1
Es ist somit
0% f 0 0% f
61‘283}1 8.731(9332
O
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Im allgemeinen darf also die Reihenfolge der partiellen Ableitungen nicht vertauscht werden.

Wir verallgemeinern Definition 1.1.20.

Definition 2.2.18 (i) Sei k € N. Fine Abbildung f : U — E heifit k-mal stetig differenzier-
bar oder C*-Abbildung : <
(1) f ist k-mal partiell differenzierbar.
(2) f und alle partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k von f sind stetig.

(ii) Eine Abbildung f : U — E heifst glatt, beliebig oft differenzierbar oder C*°-Abbildung
1 <= Fliir jedes k € N ist f k-mal stetig differenzierbar.

Wir bezeichnen die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen f : U — E mit C*(U, E)
und die Menge aller glatten Abbildungen f : U — E mit C®(U, E). Zusitzlich sei C°(U, E) die
Menge aller stetigen Abbildungen f : U — E. Dann gilt

C'(U,E) D CYU,E) D2 C*(U,E)D ---

und
C*(U,E)= () C"U,E).
keNg

Satz 2.2.19 (Satz von Schwarz) Ist f € C*(U, E), so ist
0 f 02 f

= ir 1,5 =1,... .
8@03@ 6.1‘18.237 fu'r b ’ m

Beweis. Offensichtlich brauchen wir nur den Fall m = 2 und £ = R zu betrachten. Sei also V eine
offene Teilmenge von R? und sei f € C%(V,R). Wir miissen zeigen, dass
0% f B 0% f
8x28x1 - 8x18m2 ’

Dazu fixieren wir ein a = (a1, az) € V. Wir wihlen hq, hg > 0 derart, dass
[a1,a1 + hi] X [ag, a2 + ho] TV,
und setzen
a:= f(a1 + h1,a2 + he) — f(a1 + hi1,a2) — f(a1,a2 + h2) + f(a1,a2) .
Auflerdem definieren wir ¢ : [a1, a1 + h1] — R und @3 : [az,as + ho] — R durch
@1(t) := f(t,az + ho) — f(t,az) und  @a(t) := flar + by, t) — flas,t) .

Dann ist
a=@i(a1 +h1) —pi(a1) = p2(az + ha) — p2(az) .

Da ¢ stetig und cpl‘] [ differenzierbar ist, existiert nach Satz 1.2.5 ein &1 € Jay, a1 + |

ai, a1 + hy
mit

¢1(ar 4+ h1) — 1(a1) = hy ¥y (611)
d.h. mit

a=h (gxf;(&hflz + ho) — (%(511,(12)) .

Durch Anwendung von Satz 1.2.5 auf die Funktion

0
te [a27a2 + hg] — i(ﬁu,t) eR
6$1
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folgt, dass ein &12 € Jag, as + ho[ mit

o = i =0T (1. 610) (225)
= hhe g o, s 2) - 2.
Analog erhilt man durch Betrachtung der Funktion o, dass ein £31 € Jai,a; 4+ h1[ und ein &9 €

]ag,ag -+ hg[ mit
2

8x18x2
existieren. Wegen hy, hy > 0 implizieren (2.2.5) und (2.2.6)
o? o?
4(511’512) = axif(leyfn) :

012011 1022

o = hlhg

(21,622) (2.2.6)

Sei nun € > 0. Da auch die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung von f stetig sind, existiert ein
d > 0 mit Bs(a) CV und
0% f 0% f
a) —
O0x9011 0x9011

0% f B 0% f
0x10x2 “ 0x10x2

()

<e sowie ‘ ()| <e firalle z € Bs(a).

Nach der obigen Uberlegung finden wir &1, &, € Bs(a) mit
o f *f
31‘283}1 (61) o 8.731(9332 (52) '
Damit erhalten wir

- 0| = | (2@ - o)) + (o) - 5]

a$26$1 @ 8I181'2 @ 81’23171 - (956261’1 81‘18562 B 8:1:18;132

P ()- -2 (e
8,@181}2 @ 83:18:52 2

o2 0?
< / a)— / )|+
(93?281’1 8.’)32(9331
<2¢.
Da dabei € > 0 beliebig ist, folgt

92 f o2 f

(956281‘1 @ = 33318:1?2 @

Eine unmittelbare Konsequenz des letzten Satzes ist

Folgerung 2.2.20 Die partiellen Ableitungen bis zur Ordnung k einer Abbildung f € C*(U, E)
sind unabhdngig von der Reihenfolge, in der differenziert wird. 0

2.3 Der Satz von Taylor und lokale Extrema

Sei auch in diesem Abschnitt U eine offene Teilmenge von R™. Als erstes wollen wir den Satz von
Taylor (Satz 1.5.3) fiir den Fall von Funktionen mehrerer Verédnderlicher verallgemeinern. Dazu
fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein.

Sei p ein so genannter Multiindex, d.h. p = (p1,...,pm) € N§'. Dann sei

pl:=p1+-+pm und pl:i=(p1!)-- (pm!) .
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Die Zahl |p| € Ny nennt man Ordnung von p. Fiir v = (vq,...,v;,) € R™ sei
P =t ol

Ist f € C*(U, E) und |p| < k, so setzen wir

ol f

)
Ozt - Oxbrr

wobei dies so zu verstehen ist, dass im Fall p; = 0 keine partielle Ableitung nach x; auftritt. Zum
Beispiel ist

orf .=

ovf=7f fir p=(0,0,0,...,0),
of

Pf = < U =

orf O fir p=(1,0,0,...,0),
3

ovf = o/ fir p=(1,2,0,...,0).

01023

Definition 2.3.1 Sei f € C*(U,K) und a € U. Dann heifit

Ti(foa) :R™ - K, Ti(f,a)(z):= Z

[p|<k

9 f(a)
p!

(ZE _a)p s

k-tes Taylor-Polynom von f in a und

Ri(fia) : U =K, Ry(f,a)(z) := f(x) = Ti(f, a) () ,
k-tes Restglied von f in a.

Zum Beispiel ist

Tz(f,a) )+ Z Z axzax] —ai)(x; —aj) .

4,j=1

Satz 2.3.2 Sei f € C*Y(U,R) und seien a,x € U derart, dass S(a,r) C U, wobei wieder
S(a,z) ={a+t(x —a):t€]0,1[}. Dann ezistiert ein & € S(a,x) mit

Ry = 3 IO o ap

]
|p|=k+1 P

Beweis. Sei v := 2 — a und sei ein offenes Intervall I C R so gewihlt, dass [0,1] C I und
a+tveU firalle tel.

Wir definieren ¢ : I — R durch
p(t) = fla+t0) .
Mit Hilfe von Satz 2.2.10 berechnen wir

’t):igi(a—i—tv)vi: Z P fla+ tv)v?

[pl=1
m O f(a + tv)
Z 81'] a+ tv) viv; =2 Z 0 P,
lp|=2
m k+1 P
sD(k+1)(t) = Z L(a—&-tv) Viy Uiy = (k4 1) Z Mvp .

813i1 e 8JL‘Z‘k+1 p!

i1yeyipg1=1 |pl=k+1
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Folglich ist » € C*¥*1(I,R). Nach Satz 1.5.3 existiert dann ein ¥ € ]0, 1] mit

@(k+1)(19)

Indem wir € := a + Jv € S(a, z) setzen, erhalten wir

75O ,
p!

Ri(p,0)(1) =

|pl=k+1

Da nach den obigen Berechnungen

(1) 73
Tk«o,oxl)—Z“" ZZ 0 f ) o = T (f, ) ()

i=1 i=1 |p|=i
und somit
Ri(¢,0)(1) = ¢(0) — Ti(, 0)(1) = fla) — Ti(f, a)(z) = Ri(f,a)(z) ,

liefert das die Behauptung. O

Fiir k = 0 ist Satz 2.3.2 der Mittelwertsatz (Satz 2.1.11).

Folgerung 2.3.3 Sei f € C¥(U,R) und a € U. Dann ist

a=a |z —all*

=0.

Beweis. Sei € > 0. Wir wéhlen ein 6 > 0 derart, dass Bs(a) C U und

O£y 8pf
3 | (a)]

[p|=Fk

<e furalle ye Bs(a).

Da
o] < max {Joil"l i =1, m} < o]

fiir jeden Multiindex p € NJ* und v = (v, ...,v,) € R™, folgt

oP —0Pf(a
)3 f(y) f(a)

' <e|v||* fir alle y € Bs(a) und v € R™ . (2.3.1)
p!

VP

Ip|=F
Sei jetzt © € Bs(a). Nach Satz 2.3.2 existiert ein £ € S(a,x) mit

1)
|

f(@) = Tor(fra) (@) + Y

lp|=Fk

(x—a)?.

Damit gilt

— f@) - Ta(fa)w) - 3 ZH@ g
M
_ Z apf apf( )(.T a)p
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und folglich
o f(&) — 9" f(a)
p!

Bi(f,a)(x) < 3

lp|=k

(x —a)

Das impliziert zusammen mit (2.3.1), dass

M“)(,‘f)' <e firalle z € Bs(a)\{a},
|z —all
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Im zweiten Teil dieses Abschnitts wollen wir Bedingungen fiir lokale Extrema von Funktionen
mehrerer Verédnderlicher herleiten. Wir beginnen mit folgenden Definitionen.

Definition 2.3.4 Sei f : U — E differenzierbar. Fin a € U heifit stationdrer oder kritischer
Punkt von f : <= Df(a) =0

Nach Satz 2.2.8 ist a genau dann ein kritischer Punkt von f, wenn

of
83?,‘

(a) =0 fur i=1,...,m.

Definition 2.3.5 Sei f € C?(U,R) und a € U. Die Bilinearform

V2f(a) :R™ xR™ - R, V2f( = Z

’UiUJ'
8:1:18% 7
4,j=1

heiffit Hessesche Form von f in a und die m x m-Matrix

Pf _PF
0x1011 010y,
Hf(a) := : :
_r _Pr
Oz 021 02,0,

Hesse-Matrix von f in a.

Der Satz von Schwarz impliziert, dass V2 f(a) und Hf (a) symmetrisch sind.

In den folgenden Betrachtungen sei B : R™ x R™ — R eine symmetrische Bilinearform.

Definition 2.3.6 (i) B heifit positiv definit (in Zeichen: B > 0) : <= Fiir alle v € R™\ {0}
ist B(v,v) > 0.
(ii) B heifit negativ definit (in Zeichen: B < 0) : <= Fiir alle v € R™ \ {0} ist B(v,v) <0.
(ili) B heif$t positiv semidefinit (in Zeichen: B > 0) : <= Fiir alle v € R™ ist B(v,v) > 0.
(iv) B heifit negativ semidefinit (in Zeichen: B <0) : <= Fiir alle v € R™ ist B(v,v) <0.
)

(v) B heifst indefinit : < Es ist weder B > 0 noch B < 0.

Seien die reellen Zahlen B;;, 4,7 = 1,...,m, dadurch bestimmt, dass

B(v,w) Z Bijvyw; fir alle v,w € R™,

3,7=1
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d.h. es sei
Bij := Blej,e;) fir i,j=1,...,m,

und sei Spec(B) die Menge der Eigenwerte der m x m-Matrix (B;), ;_; - Da diese Matrix reell
und symmetrisch ist, ist Spec(B) C R. Wie man leicht sieht, gilt

B>0 <= Spec(B)C]0,+o0[,
B <0 <= Spec(B)C]—00,0],
B>0 <= Spec(B)C[0,400[,
B<0 <= Spec(B)C]-00,0].

Der néchste Satz, den wir hier ohne Beweis anfiihren, gibt uns ein einfaches Kriterium fiir die
Definitheit einer symmetrischen Bilinearform.
Satz 2.3.7 Die symmetrische Bilinearform B ist genau dann positiv definit, wenn

Bll Blk
: : >0 fur k=1,...,m.
Bri ... B

Sie ist genau dann negativ definit, wenn

Bll Blk:
(k| Do >0 fir k=1,....m.
Bkl Bkk

Nach diesen Vorbereitungen beweisen wir jetzt ein notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema.

Satz 2.3.8 Sei f € C*(U,R) unda € U. Hat f in a ein lokales Mazimum (bzw. lokales Minimum,),
s0 ist a ein stationdrer Punkt von f und V?f(a) <0 (bzw. V2f(a) >0).

Beweis. Habe f in a ein lokales Maximum und sei v € R™. Wir miissen zeigen, dass
Df(a)(v) =0 und V?f(a)(v,v) <0. (2.3.2)
Dazu definieren wir ¢ : |—e,e[ — R fiir ein geniigend kleines e durch
p(t) == fla+tv).
Dann hat ¢ in 0 ein lokales Maximum. Aulerdem ist ¢ zweimal differenzierbar. Somit gilt
¢'(0)=0 und &"(0)<0.

m

m
Z und "' (t) Z 8%833] (a+tv) v, ,

=1 zJ_

folgt

8f m
o (a)v; =0 wund E xz Ij vlvj 0,

was nichts anderes als (2.3.2) ist.

i=1

Der Beweis fiir ein lokales Minimum verlduft analog. O

Als hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema haben wir:
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Satz 2.3.9 Sei f € C*(U,R) und a € U. Ist a ein stationdrer Punkt von f und ist V?f(a) < 0
(bzw. V2 f(a) > 0), so hat f in a ein isoliertes lokales Mazimum (bzw. isoliertes lokales Minimum,).

Beweis. Sei Df(a) = 0 und V2f(a) < 0. Nach Folgerung 2.3.3 gilt dann

tim o] <f(a o)~ fla) - ;Wf(a)(v,v)) 0. (2.33)
Die Abbildung
v € R™  V2f(a)(v,0) € R™

ist stetig und nimmt folglich auf der kompakten Menge S™~! := {z € R™ : ||z| = 1} ein Maximum
c an. Da

2 =V%f(a v ol fir v m
V@) = V2ot (o ) Iol? T v R (0},

haben wir somit
V2f(a)(v,v) <cllv]|® fir veR™. (2.3.4)

Wegen V2f(a) < 0 gilt auBerdem
c<0. (2.3.5)

Wir benutzen jetzt (2.3.3). Danach kénnen wir ein 6 > 0 so wihlen, dass
1 9 C 2 ..
flatw) = fla) = 5Vofa)(v,0)| < = lvf® fir - loff <o
Das liefert zusammen mit (2.3.4), dass
C 2 1 2 & 2 .
Flatv) — fa) < S ol + SV (@0 0) < ol S ol <6,

also .
fla+v) < f(a) + 1 o> fir vl <6.

Mit (2.3.5) folgt, dass f in a ein isoliertes lokales Maximum hat.

Analog leitet man aus Df(a) = 0 und V2f(a) > 0 ab, dass f in a ein isoliertes lokales Minimum
hat. d

Beispiel 2.3.10 Wir wollen untersuchen, in welchen Punkten die Funktion
iR =R, f(z):=(x1+ Dzt + (z1 —1)z3,
lokale Extrema hat. Da
grad(f)(z) = ((3z1 + 2)z1 + 23,2(z1 — 1)a2) ,

sind
a:=(0,0) und b:=(-2/3,0)

die stationdren Punkte von f. Die Hesse-Matrizen von f sind

_ 6I1+2 2:62
Hf(x)‘( 2y w1 — 2 ) '

Insbesondere ist
2 0 -2 0
Hf(a) = < 0 —9 ) und Hf(b)—< 0 —10/3 ) .
Folglich ist V2 f(a) indefinit. Nach Satz 2.3.8 folgt, dass f in a kein lokales Extremum hat. Die

Hessesche Form V?2£(b) ist negativ definit. Also hat f nach Satz 2.3.9 in b ein lokales Maximum.
O
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Aus der Semidefinitheit der Hesseschen Form kann man nicht schlieffen, ob ein lokales Extremum
vorliegt oder nicht.

Beispiel 2.3.11 Seien f,g: R? — R durch
@)=t tod wd o) = 4 o
definiert. Dann ist
grad(f)(z) = (221,323) und grad(g)(z) = (221,423) .

Somit ist 0 ein stationdrer Punkt von f und von g. Die Hesse-Matrizen von f und ¢ in 0 sind
2 0
7o) =190 = (5 ) -

Folglich sind V2£(0) und V?g(0) semidefinit. Die Funktion f hat in 0 kein lokales Extremum.
Dagegen hat g in 0 ein isoliertes globales Minimum. 0

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch den folgenden Begriff an.

Definition 2.3.12 Sei f € C?(U,R). Ein a € U heifit Sattelpunkt von f : <= a ist ein
stationdrer Punkt von f und V?f(a) ist indefinit.

Beispiel 2.3.13 Die Abbildung
fiRP SR, fz) =i a3,
hat 0 als Sattelpunkt. Das gleiche gilt fiir die Funktion aus Beispiel 2.3.10. Der Graph der Abbildung
g:R* =R, g(x):=a%— 3123,

wird auch als Affensattel bezeichnet. Aber 0 ist kein Sattelpunkt von g. O

2.4 Lokale Umkehrbarkeit und implizite Funktionen

Ist I C R ein offenes Intervall und ist f € C(I,R) mit f'(x) # 0 fiir alle # € I, so folgt mit
Satz 1.2.6, dass f injektiv, also invertierbar ist. In héheren Dimensionen gilt das nicht.

Beispiel 2.4.1 Offensichlich ist
f:R? = R?*, f(x):= (™ cos(x3),e™ sin(x3)) ,

eine C''-Abbildung. Auflerdem ist

of e®l cos(xa) —e*sin(xs)
7(‘T) = L1 a1 T
ox et sin(ze)  e®! cos(z2)
und somit 5
det (a‘i(:r)> =21,
Folglich ist Df(z) fiir jedes # € R? ein Isomorphismus. Aber f ist nicht injektiv. O

In diesem Abschnitt werden wir u.a. beweisen, dass eine C'-Abbildung f, deren Differentiale D f(x)
Isomorphismen sind, zumindest lokal umkehrbar (siche nachstehende Definition) ist.
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Definition 2.4.2 Sei (X,d) ein metrischer Raum und M ein nichtleere Menge. Fine Abbildung
f+ X — M heifit lokal umkehrbar oder lokal invertierbar : <= Zu jedem a € X existiert
eine Umgebung U, von a derart, dass f|U injektiv ist.

Wir fithren jetzt eine wichtige Klasse von Abbildungen ein.

Definition 2.4.3 Seien U C R™ und V. C R™ offen und sei k € N U {oo}. Fine Abbildung
f:U =V heifit C*-Diffeomorphismus : <

(1) f st bijektiv.

(2) f und f=1 sind C*-Abbildungen.

Ist f ein C*-Diffeomorphismus und ist [ € N und [ < k, so ist f offensichtlich auch ein C'-
Diffeomorphismus.

Lemma 2.4.4 Seien U C R™ und V C R" offen und sei f : U — V ein C'-Diffeomorphismus.
Fiir alle x € U ist dann Df(z) ein Isomorphismus und

D (f™) (f(x)) = (Df(x))~".
Beweis. Esist f~'o f =idy und f o f~! =idy. Mittels der Kettenregel folgt

D (fY) (f(z)) o Df(z) =D (' o f) (x) = Didy(z) = idgm

und
Df(z)oD (f71) (f(x)) =Df (f(f(=))) oD (f71) (f())
=D (f o f‘l) (f(x)) =Didy(f(x)) = idgn
fir alle z € U. Das ergibt die Behauptung. 0

Eine unmittelbare Konsequenz von Lemma 2.4.4 ist
Folgerung 2.4.5 Seien U, V und f wie in Lemma 2.4.4. Dann ist m = n. 0
Als niichstes beweisen wir

Satz 2.4.6 Seien U,V C R™ offen, sei k € N und sei f : U — V eine C*-Abbildung mit folgenden
Eigenschaften.

(1) Fiir jedes x € U ist Df(x) ein Isomorphismus.

(2) f ist bijektiv und f~1 ist stetig.
Dann ist f ein C*-Diffeomorphismus.

Beweis. Sei g := f~!. Als erstes zeigen wir, dass g differenzierbar ist. Dazu fixieren wir ein b € V.
Sei a := ¢g(b) und L := Df(a). Aulerdem setzen wir

R(z) = f(z)— f(a) = L(x —a) fir z€U

und
S(y) :=g(y) —g(b) =L~ (y—b) fix yeV.
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Wir miissen verifizieren, dass

1Sw)ll
im = 2.4.1
V2 o -
Die Differenzierbarkeit von f in a besagt, dass
. R(z)
lim ——— =0. 2.4.2
2 Tl (242
Auflerdem ist
R(g(y)) = f(9(y)) — f(a) = L(g(y) — a))
=y—b—L(g(y) —9(b))
und somit
S(y) = L7 (R(g(y))) - (24.3)
Wegen der Stetigkeit von L~ gibt es ein ¢ > 0 derart, dass
[L7'(w)|| <¢ firalle weR™ mit [|w|| =1,
was zusammen mit der Linearitit von L~!
HL_l(w)H <c|lw| firale weR™ (2.4.4)
impliziert. Aufgrund von (2.4.2) existiert ein € > 0
1
|R(z)| < % le —al|| firalle ze€ B(a)NU. (2.4.5)
Da g stetig ist, existiert weiter ein § > 0 mit
llg(y) —al| <e firale ye Bs(b)nV . (2.4.6)
Aus (2.4.3)-(2.4.6) schlieflen wir fir y € Bs(b)N'V
1
IS@ll = 27 (Rg@)] < ellRg@)I < 5 llgy) = all -
Da nach Definition von S(y) und (2.4.4)
lg(y) —all < clly = bl + IS@I ,
folgt
lg(y) —al| < 2c|ly—b|| firalle ye Bs(d)NV . (2.4.7)
Aus (2.4.3), (2.4.4) und (2.4.7) erhalten wir fir y € (Bs(b) \ {b}) NV
ISl _ 127 W BRGW _ llg(y) —afl IR _ ., » [R(gW)I
lly — bH IIy—bII - IIy—bll ly — ol [lg(y J—af = lg(y) —al

Da aufgrund von (2.4.2) und der Stetigkeit von g

lim _BW®))

SlaCAC 2V
v=b [lg(y) — al|
ist damit (2.4.1) gezeigt.

Als niichstes beweisen wir, dass g eine C'-Abbildung ist. Fiir f und g = (g1, ..., gm) gilt nach der
Kettenregel
Df(g(y)) o Dg(y) =idgm fiiralle yeV .

49



Folglich ist
Dg(y) = (Df(g(y)))”" fiiralle yeV,

d.h. )
g—Z(y) = (gi(g(y))> firalle yeV.
Mit Hilfe der Formel fiir die inverse Matrix ergibt sich, dass

g;’; :Q/Jijo%og fir i,j=1,...,m,

(2.4.8)

0
wobei wir 8—f als eine Abbildung von U in R™ verstehen und die 1;; gewisse rationale Funktionen

x
von m? Veréinderlichen sind. Da g und die v;; stetig sind, folgt aus (2.4.8), dass alle partiellen

Ableitungen erster Ordnung von g stetig sind. Also ist g € C1(V,R™).

SchlieBlich erhalten wir durch vollstéindige Induktion, dass g € C*(V,R™), falls f € C*(U,R™).
Ist ndmlich g € C!(V,R™) mit 1 <[ < k, so ist nach (2.4.8) jede partielle Ableitung % die Kom-
Y

j
position einer glatten, einer C*~!- und einer C'-Abbildung und somit selbst eine C!-Abbildung.

Folglich ist g € C'1(V,R™).

O

Sei wieder E = K™ und bezeichne L(R™, E) den K-Vektorraum aller linearen Abbildungen L :

R™ — E.

Definition 2.4.7 Sei L € L(R™, E). Die reelle Zahl
|IL|| := max {||L(v)|| : v € R™ und |jv]| = 1}

heifst Operatornorm von L.
Lemma 2.4.8 Fiir L,Ly,Ly € LIR™ E), A € K und v € R™ gilt:

(i
(ii

) LI =0,
)

(iif) [IAL] = A~ [IL]],
)
)

|IL|| =0 < L =0,
(iv) [[L1 + Lof| < [ILall + [ L2]l,

() L@ < LI - o]l

Beweis. (i)-(iv) Ubung.

(v) Sei 0.B.d.A. v # 0. Aufgrund der Linearitit von L und wegen (iii) ist dann

1zl = |z (o ) 1ot = [ (75 )| et < 0o

Bemerkung 2.4.9 Die Eigenschaften (i)-(iv) von Lemma 2.4.8 besagen, dass die Abbildung

LeLR™ E) v |L| R

eine Norm ist.
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Sei wieder S(z,y) = {z +t(y — =) : t €10,1[} fiir z,y € R™.
Definition 2.4.10 FEine Menge M C R™ heifit konvex : <= Flir alle x,y € M ist S(z,y) C M.
Der folgende Satz wird zuweilen als Schrankensatz zitiert.

Satz 2.4.11 Sei U C R™ offen, sei M C U konvex und sei f € CY(U, E). Gilt
IDf(2)|| <c¢ firale ze M (2.4.9)
mit einem ¢ € R, so st

1f () = f@) <clly—=l  firale z,yeM.

Beweis. Es gelte (2.4.9). Seien z,y € M fixiert, sei ¢ : [0,1] — U durch

pt) =z +t(y —x)

definiert und sei F' := f o . Dann ist F' stetig und F ‘]O 1 differenzierbar. Auflerdem ist

F'(t) =Df(e(t)(¢'(t)) = Df(e(t))(y — x) firalle ¢ €]0,1].
Mit Lemma 2.4.8(v) ergibt sich

IF' @I < IDf (eI - ly — 2l < clly — = firalle ¢ €]0,1].
Durch Anwendung von Satz 1.3.10 auf F folgt

1f () = f@)l < clly — =] .
O

Der nachstehende Satz liefert die oben angefiihrte Aussage zur lokalen Umkehrbarkeit von C*-
Abbildungen.

Satz 2.4.12 Sei U C R™ offen, sei f € CF(U,R™) fiir ein k € N und sei a € U derart, dass
Df(a) ein Isomorphismus ist. Dann gibt es eine Umgebung U, C U von a mit:

(1) f(U,) ist offen.

(2) f|Ua: U, — f(Uy) ist ein C*-Diffeomorphimus.

Beweis. Wir kénnen 0.B.d.A. a =0, f(a) = 0 und Df(a) = idgm annehmen. Andernfalls betrachte
man statt f die Abbildung

z— (Df(a)) H(f(z+a) - f(a)) .
Diese bildet 0 auf 0 ab und hat idg= als Differential in 0.

Mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes konstruieren wir eine Umgebung Uy von 0, fiir die f(Up)
offen und f ‘Uo invertierbar ist. Dazu definieren wir Fy : U — R™ fiir y € R™ durch

Fy(r) =y+z— f(z).

Dann ist
DF,(z) =idgm —Df(z) firalle zeU. (2.4.10)
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Da f stetig differenzierbar ist und da Df(0) = idgm, gibt es ein € > 0 derart, dass Bo.(0) :=
{z € R™: ||z|| < 2¢} eine Teilmenge von U ist und

1
|idan —Df(2)] < 5

Aus (2.4.10) und (2.4.11) ergibt sich nach Satz 2.4.11, dass

fiir alle z € By (0) . (2.4.11)

1 _
|Fy(x1) — Fy(xa)]| < 3 |z1 — x2f| fiir alle 27,29 € Ba(0) und y € R™ . (2.4.12)
Weiter folgt
| Ey(z)|| < [|Fy(z) — Fy(0)|| + |ly]| < 2e fiir alle 2 € Ba.(0) und y € B.(0) . (2.4.13)

Sei y € B.(0). Nach (2.4.13) gilt F, (B2.(0)) C B2-(0) und nach (2.4.12) ist
Fy|BQ§(O): BQE(O) — BQE(O)

kontrahierend. AuBerdem ist By (0) als abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen metrischen
Raumes selbst vollstéindig. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat somit Fy‘ Ba (0) genau einen
€

Fixpunkt z,. Wegen (2.4.13) gilt sogar x, € Bs.(0). Wir setzen jetzt
Vo :=B.(0) und Up:= f""(Vo) N Ba(0) .
Dann sind Uy und Vj offen. Da f(z) = y dquivalent zu Fy(z) = z ist, gilt
flzy) =y firalle yeVy.

Folglich ist f(Up) = Vp. Insbesondere ist f(Up) offen. Desweiteren ist f |U0: Uy — Vj injektiv, denn
fir € Uy und y € Vj gilt f(z) = y dann und nur dann, wenn z = z,,.

Es bleibt zu zeigen, dass f ’ Uy Uy — Vp ein C*-Diffeomorphismus ist. Dafiir bemerken wir zunéchst,

dass die Umkehrabbildung g : Vj — Uy von f }Uo stetig ist. Fiir y1,y2 € Vo haben wir ndmlich

9(y1) — g(y2) = Fo(g(y1)) — Folg(y2)) + f(g(y1)) — f(g(y2))
= Fo(9(y1)) — Fo(g(y2)) +y1 — 92 ,

woraus wir unter Benutzung von (2.4.12)

A

lg(y1) — g(y2) |l < 1Fog(y1)) — Folg(y2))ll + llyr — w2l

IN

1
B lg(y1) — g(y2)ll + Iy — w2l ,

also
l9(y1) — g(2)ll < 2y — y2l

erhalten. Auerdem ist D f(x) fiir jedes x € Uy ein Isomorphismus. Ist ndmlich z € Uy und v € R™
und gilt Df(x)(v) = 0, so folgt nach (2.4.11)

ol = |z ~DFE) @) < 5 1o

was v = 0 impliziert. Damit erfiillt f |UO: Uy — V die Voraussetzungen von Satz 2.4.6. Folglich ist
diese Abbildung ein C*-Diffeomorphismus. O

Wir ziehen eine wichtige Folgerung.
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Folgerung 2.4.13 Sei U C R™ offen, sei f € C*(U,R™) fiir ein k € NU {oo} und sei Df(z) fir
jedes x € U ein Isomorphismus. Dann gilt:

(i) Ist V. C U offen, so ist auch f(V) ist offen.
(ii) Ist f injektiv, so ist f: U — f(U) ein C*-Diffeomorphismus.
Beweis. (i) Sei V C U offen und 0.B.d.A. V # (. Wir wenden Satz 2.4.12 auf die Abbildung f‘v

an. Danach existiert zu jedem x € V eine Umgebung V, C V von x mit der Eigenschaft, dass
f |V(V$) = f(V,) offen ist. Folglich ist f(V) = |J f(V.) die Vereinigung offener Mengen und
zeV

somit selbst offen.

(ii) Sei f injektiv. Die Umkehrabbildung g : f(U) — U von f ist nach (i) stetig. Mit Satz 2.4.6
folgt, dass f ein C*-Diffeomorphismus ist. O

Diffeomorphismen kann man auch als Koordinatentransformationen verstehen. Als wichtige Bei-
spiele haben wir:

Beispiel 2.4.14 Die Abbildung

f:Ry x]0,27] — R\ ([0, +oc[ x {0}),
(r,0) +— (rcos(),rsin(f)) ,

ist bijektiv und glatt. Aulerdem ist

et (52 9) =

und somit D f(r, §) fiir alle (r,0) € R4 x]0, 27| ein Isomorphismus. Also ist f nach Folgerung 2.4.13
ein C*°-Diffeomorphimus. Man nennt (r,§) Polarkoordinaten von (x1,z5) = f(r,0). O

cos(f) —rsin(0)
sin(d)  rcos(d)

=r>0

Beispiel 2.4.15 Das vorhergehende Beispiel impliziert, dass

f:Ry x]0,27[ xR — R3\ ([0, +00] x {0} x R),
(r,0,t) +— (rcos(f),rsin(d),t),

ein C*°-Diffeomorphimus. Man nennt (r,6,t) Zylinderkoordinaten von (z1,x2,23) = f(r,0,t).
O

Beispiel 2.4.16 Die Polarkoordinaten (r,01,6,) in R3 sind durch den C*°-Diffemorphismus

fiRy x]0,27[ xR — R3\ ([0, 400 x {0} xR),
(r,01,02) +— (rcos(01)cos(fz),rsin(f) cos(2),rsin(bs)) ,

gegeben. O
Im zweiten Teil dieses Abschnitts betrachten wir folgendes Problem. Gegeben seien eine C'-

Abbildung f = (f1,...,fn) : W — R"™ von einer offenen Menge W C R™ x R™ in R" und
eine Nullstelle (a,b) € W von f. Wir fragen:

1. Kann man die Gleichung
fla,y) =0,

also das Gleichungssystem

fi(w17-~'7$m7y17"'7yn)207 i:17"'an7
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in einer Umgebung von (a,b) nach y = (y1,...,y,) auflésen? Das heifit, kann man eine
Umgebung Wi, € W von (a,b) und eine Abbildung g : U — R™ von einer offenen Menge
U CR™in R™ mit

{(z,y) € Wia) : f(2,y) = 0} = {(z,9(2)) : x € U},

also mit
71 {0}) N W4, = Graph(g)
finden?

2. Ist eine solche Abbildung ¢ differenzierbar?

Die folgenden beiden Beispiele illustrieren typische Situationen, die dabei auftreten kénnen.

Beispiel 2.4.17 Sei f: R x R — R durch

flay)=a®+y* -1

definiert. Dann ist

77100 = { (@) ol < 1 und Jy] = VT =22} .
Demnach ist
F71{0}) N (R x 10, +oc]) = Graph(gs) und £~ ({0}) N (R x ]~c0,0]) = Graph(y-) .
wobei g4, g_ :]—1,1[ — R durch
gi(2):=VI-2? ud g_(x):=—/1-a?
gegeben sind. Ist also (a,b) € f~1({0}) und b # 0, so kann man f(z,y) = 0 in einer Umgebung

vom (a,b) nach y auflssen. In den Féllen (a,b) = (1,0) und (a,b) = (—1,0) ist das aber nicht
moglich. 0

Beispiel 2.4.18 Sei f: R x R — R durch

flay) =z -y

definiert. Dann ist
F71({0}) = Graph(g) -
wobei g : R — R durch
g(x) = sgn(@) /]

gegeben ist. Aber g ist in 0 nicht differenzierbar. O

Definition 2.4.19 Sei W C R™ x R™ offen und sei
f= ) (@y) €W fa,y) = fl@n, . @mayrs. o yn) R,
in (a,b) € W differenzierbar. Die lineare Abbildung
D, f(a,b) : R™ = R", D, f(a,b)(v) :== Df(a,b)(v,0),
heifst das partielle Differential von f in (a,b) nach x. Analog heifit die lineare Abbildung
Dy f(a,b) : R* —=R', D,f(a,b)(w) :=Df(a,b)(0,w),

das partielle Differential von f in (a,b) nach y.
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Damit ist

Df(a,b)(v,w) = Dy f(a,b)(v) + Dy f(a, b)(w)

fir alle (v,w) € R™ xR™.

Die Matrixdarstellungen von D, f(a,b) und Dy f(a,b) beziiglich der Standardbasen sind

ofi

ofr

ai 87-731.(017 b) axm (aa b)
or . .
fi afi
671(“’ b) %(a, b)
bzw. of of
AN i ap
ai ayl ?a, ) ayn '(ay )
ay . .
ofi afi
37?/1((1’ b) %(av b)

Satz 2.4.20 (Satz iiber implizite Funktionen) Sei W C R™ x R" offen, sei
fo(@y) e W= f(z,y) e R"

eine C*-Abbildung fiir ein k € N und sei (a,b) € W derart, dass f(a,b) = 0 und D, f(a,b) ein
Isomorphismus ist. Dann existieren eine Umgebung U, C R™ von a, eine Umgebung Vi, C R™ von

b und eine C*-Abbildung g : Uy — Vi mit U, x Vi CW und
V(z,y) €Uy x Vi : (f(z,y) =0 <= y=g(x)). (2.4.14)
Ferner kann U, so gewdhlt werden, dass

Dg(z) = — (D, f(x,g(x))) ' oDy f(z,9(x)) fir alle €U, . (2.4.15)

Beweis. Sei F € CF(W,R™ x R™) durch
F(z,y) := (z, f(z,y))
definiert. Da D, f(a,b) ein Isomorphismus ist und da
DF(z,y)(v,w) = (v,Df(z,y)(v,w)) = (v,Da f(z,y)(v) + Dy f(z,y)(w)) (2.4.16)

fiir (z,y) € W und (v,w) € R™ x R", ist dann auch DF'(a,b) ein Isomorphismus. Also existiert
nach Satz 2.4.12 eine Umgebung W, ;) € W von (a,b) mit der Eigenschaft, dass F/(W(, ) offen

und
F‘W(a b): W(a,b) - F(W(a,b))

ein C*-Diffeomorphimus ist. Sei G = (G1,G2) : F(W(ap)) = Wap € R™ x R™ die Umkehrabbil-
dung von F‘W( B Fiir (&,1) € F(W(a)) ist

(5»77) = F(Gl(gvn)’ G2(£7 77)) = (Gl(gan)v f(Gl(fﬂl)’ G2<£7 77)))

und somit

C7v1 (5; 77) = 5 .
Da fiir (z,y) € Wiap)

flz,y) =0 <= Fl(a,y)=(2,0) <= (z,y)=G(z,0),
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folgt
V(m,y) € W(a,b) : (f(xay) =0 Yy = G2(x70)) . (2417)

Wegen Ga(a,0) = b und der Stetigkeit von G5 kénnen wir Umgebungen U, von a und V;, von b so
withlen, dass U, x V;, € W(4 ) und

Go(z,0) €V, firalle ze€U,.

Wir definieren g : U, — V}, durch
g(x) :== Ga(x,0) .

Da G eine C*-Abbildung ist, ist auch g eine C*-Abbildung. AuBerdem geniigt ¢ aufgrund von
(2.4.17) der Bedingung (2.4.14). Schlieflich erhilt man aus

flz,g(z)) =0 firale xze€U,,

dass
0=Df(z,9(x))(v,Dg(z)(v)) = Dz f(x, g(z))(v) + Dy f(z, g(x)) o Dg(x)(v) ,

fiir alle v € R™. Da nach (2.4.16) mit DF(x, g(z)) auch D, f(z, g(x)) ein Isomorphismus ist, folgt
(2.4.15). O

2.5 Extrema mit Nebenbedingungen

Ist L € L(R™,R"), so sei rg(L) der Rang und Ker(L) der Kern von L, d.h.
rg(L) := dim L(R™) und Ker(L) := L7'({0}).

Satz 2.5.1 Sei U C R™ offen, sei ® € CY(U,R") und sei a € U derart, dass ®(a) = 0 und
rg(D®(a)) = n. Dann ezistiert zu jedem v € Ker(D®(a)) eine C*-Abbildung v : |—e,e[ — U mit

(1) @(y(t)) =0 fir alle t € |—¢,¢],
(2) v(0) = a und ~'(0) = v.

Beweis. Wir schreiben © = (z1,...,2,,) € R™ als (2/,2”) mit 2’ = (21,...,2m—pn) € R™ ™ und

2 = (Tm-nt1,---,2Tm) € R™. Entsprechend ist a = (a/,a”). Wegen rg(D®(a)) = n koénnen wir

0.B.d.A. annehmen, dass
0P
det B (a) ) #£0.

Andernfalls ordne man die Komponenten z1,...,x,, von z geeignet um. Somit ist das partielle
Differential D, ®(a) ein Isomorphimus. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es Umge-
bungen V/ C R™~" von a’ und V" C R" von a” und ein C'-Abbildung g : V' — V" mit

0N N (V' x V") = {(a/,g(«")) : " € V'} .
Wir definieren G : V! — R™ durch
G(a') = (¢, g(a)) .
Dann ist & o G = 0. Folglich gilt
D®(a)(DG(a")(v)) =D(® o G)(a')(v') =0 fiir alle o € R™™",
d.h.
DG(a’)(R™™™) C Ker(D®(a)) . (2.5.1)
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Da DG(a’)(v') = (v',Dg(a’)(v")), ist
rg(Dg(a’)) =m —n. (2.5.2)

Die Voraussetzung rg(D®(a)) = n impliziert

dim Ker(D®(a)) =m —n . (2.5.3)
Aus (2.5.1), (2.5.1) und (2.5.3) folgt

DG(a)(R™™™) = Ker(D®(a)) .
Also existiert zu jedem v € Ker(D®(a)) ein v’ € R™™" mit v = DG(a’)(v'). Wir setzen
y(t) == G(a' + tv')

und erhalten so eine C'-Abbildung v : ]—¢,e[ — U mit ® oy = 0, v(0) = G(a’) = a und
¥ (0) = DG(a') (V') = v. O
Definition 2.5.2 Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien f: X — R und ® : X — R". Man
sagt:

(i) f hat in a € X ein lokales Maximum unter der Nebenbedingung ¢ = 0 : <—
®(a) =0 und es existiert ein € > 0 mit

f(z) < f(a) fir alle =€ B.(a)N® *({0}).

(ii) f hat in a € X ein lokales Minimum unter der Nebenbedingung ¢ = 0 : <
®(a) =0 und es ezistiert ein € > 0 mit

f(z) > f(a) firalle =€ B.(a)N® *({0}).
Aquivalent kann man formulieren, dass f : X — R genau dann in a € X ein lokales Maximum
(bzw. Minimum) unter der Nebenbedingung ® = 0 hat, wenn f’q),1 ({o}) in a ein lokales Maximum
(bzw. Minimum) hat, wobei ®~1({0}) mit der von d induzierten Metrik versehen ist.
Satz 2.5.3 (Multiplikatorregel von Lagrange) Sei U C R™ offen, sei f : U — R differenzier-

bar, sei ® = (®y,...,®,) € CY({U,R") und sei a € U derart, dass ®(a) = 0 und rg(D®(a)) = n.
Ferner habe f in a ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung ® = 0. Dann ist grad(f)(a)

eine Linearkombination der Vektoren grad(®;)(a), i = 1,...,n, d.h. es existieren \1,..., A\, € R
mit .
grad(f)(a) = Z A; grad(®;)(a) . (2.5.4)
i=1

Beweis. Seien F1 und Es die linearen Hiillen von {grad(f)(a)} und {grad(®;)(a),...,grad(®,)(a)}
und seien Ef- und Eﬁ- ihre orthogonalen Komplemente. Zu zeigen ist £; C Fs. Da diese Inklusion
dquivalent zu E5- C Ei- ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir v € R™

(grad(®;)(a),v) =0 fur i =1,...,n = (grad(f)(a),v) =0,
d.h.
D®(a)(v) =0 = Df(a)(v)=0
gilt.

Sei also v € R™ und gelte D®(a)(v) = 0. Da rg(D®(a)) = n, existiert nach Satz 2.5.1 eine C'-
Abbildung v : ]—¢,e[ — U mit ® oy = 0, ¥(0) = a und +’(0) = v. Die Funktion F := f o~ hat
nach Voraussetzung in 0 ein lokales Extremum. Somit ist £/(0) = 0. Da

F'(0) = Df(7(0))(7'(0)) = Df(a)(v) ,
folgt Df(a)(v) = 0. O
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Bemerkung 2.5.4 (i) Die Zahlen Aq,..., )\, in (2.5.4) werden Lagrange-Multiplikatoren
genannt.

(ii) Die Multiplikatorregel von Lagrange liefert nur eine notwendige Bedingung fiir Extrema mit
Nebenbedingungen. Man muss folglich extra untersuchen, ob in den mit Hilfe von Satz 2.5.3
ermittelten Punkten tatséchlich Extrema vorliegen. 0

Beispiel 2.5.5 Wir wollen die Extrema der Einschriankung von
fiRP =R, f(z):=z22,

auf S' := {2z € R?: ||z| =1} bestimmen. Offensichtlich ist S' die Nullstellenmenge der C°°-
Abbildung
®:R? =R, &(x):=af+25—1.

Somit sind die Extrema von f unter der Nebenbedingung ® = 0 zu berechnen.

Habe f in a € S* ein Extremum unter der Nebenbedingung ® = 0. Da grad(®)(z) # 0 und folglich
rg(D®(x)) = 1 fiir alle x € S!, kénnen wir Satz 2.5.3 anwenden. Demnach existiert ein A € R mit

grad(f)(a) = Agrad(®)(a) .

Also gilt
a1 =2Xas , as =2Aa; und a%+a§:1-

Das ist genau dann der Fall, wenn

1
Al=5 und lai| = faz] =

1
2 ok

Somit ist
s e {(1 1) <1 _1> <_1 1) <_1 _1>}
' v2'Vv2) T \V2T v2) N VRTVR) TN Ve VR
Aufgrund der Kompaktheit von S* nimmt die Abbildung f| gl ihr Minimum und ihr Maximum

an, d.h. es existieren &;,&; € S mit
f(&) =max{f(z):z€S5'} und f(&)=min{f(z):2€5"} .
Da &,& € C und f(C) = {1/2,—1/2}, erhalten wir

max{f(x):a:ESl}:% und min{f(x):a:ESl}:—%.

AufBlerdem sehen wir, dass das Maximum in den Punkten (1/\5, 1/\@) und (fl/ﬂ, 71/\/5) und
das Minimum in den Punkten (1/\/5, —1/\@) und (—1/\@, 1/\/5) angenommen wird. O
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Kapitel 3

Integralrechnung

3.1 Das unbestimmte Integral

Sei im Folgenden I C R irgendein Intervall und £ = K" mit K =R oder K = C.

Definition 3.1.1 Sei f: [ — E. Eine Abbildung F' : I — E heiffit Stammfunktion von f : <—
F ist differenzierbar und F' = f. Die Menge aller Stammfunktionen von f wird das unbestimmte
Integral von f genannt und mit | f(z)dx bezeichnet.

Satz 3.1.2 Fiir jede Abbildung f: I — E gilt:

(i) Ist F eine Stammfunktion von f und ist ¢ € E, so ist auch
F+c¢:I—-E, (F+c¢)(z):=F(x)+c,
eine Stammfunktion von f.

(ii) Sind Fy und Fy Stammfunktionen von f, so ist Fy — Fy konstant.

Beweis. (i) Mit F ist auch F' + ¢ differenzierbar und
(F+c¢)=F=f.
(ii) Seien F; und Fy Stammfunktionen von f. Dann ist Fy — Fy differenzierbar und
(FF—FR) =F —-Fy=f—f=0.
Nach Satz 1.2.6(v) folgt, dass Fy — F» konstant ist. O

Satz 3.1.2 rechtfertigt die folgende Schreibweise. Ist F' eine Stammfunktion von f : I — E, so
schreibt man

/f(x)dx =F(z)+c.

Im folgenden Beispiel sind Grundintegrale zusammengestellt. Zum Nachweis leite man jeweils die
Stammfunktion ab.

Beispiel 3.1.3 (i) Sei & € R und o # —1. Dann ist
a+1
/xo‘ dz =2 +c,

wobei fiir I folgende Einschrinkungen gelten. Ist € Z und a < —2,s0sei 0 ¢ I. Ist « € Z,
so wird I C R vorausgesetzt.
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(ii) Falls 0 ¢ I, ist
1
/fdx =In(|z|) +¢.

(iil) /exp(m) dz =exp(z) +¢
(iv) /cos(:c) dz =sin(z) + ¢ und /sin(x) dz = —cos(z) + ¢.
(v) /cosh(x) dz = sinh(z) + ¢ und /sinh(x) dz = cosh(z) + c.

. 1
(vi) / ol dz = arctan(z) + ¢ .

(vii) Ist I C]—1,1], so gilt
1
—— dx = arcsin(x) + ¢ .
/\/17x2 (z)
O

Wir geben jetzt die wichtigsten Rechenregeln der unbestimmten Integration und einige Beispiele
dazu an.

Satz 3.1.4 Seien f1, fo : I — E und seien A1, Ay € K. Ist Fy eine Stammfunktion von f1 und Fs
eine Stammfunktion von fa, so ist \iF1 + Ao Fy eine Stammfunktion von A1 f1 + Ao fo, d.h.

/(Mfl(l“) + A2 fo(z))do =\ /fl(x) dr + )\2/f2($) dx
Beweis. Das folgt aus Satz 1.1.9. O
Beispiel 3.1.5 Nach Beispiel 3.1.3 und Satz 3.1.4 ist
4 +3—-=)d L + 3z —21 )+
x - )dz= 396 x — 21n(|z|
fiir I = ]—o00,0[ und I =10, +o0|. O

Satz 3.1.6 (Partielle Integration) Seien fi, fo : [ — K differenzierbar. Ist F eine Stammfunk-
tion von f1f5, so ist fifa — F eine Stammfunktion von fifa, d.h.

/fl Vfo(w) do = f1(2) fole /f1 ) fie

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f; f5. Nach der Produktregel gilt dann

(fifo—F) =fifo+ fifs—F = fif2.

Das liefert die Behauptung. O
Beispiel 3.1.7 (i) Esist

/exp(ac) rxdx = /exp’(az) xdzr =exp(z)x — /exp(w) dz = exp(z) z — exp(x) + c.
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(i) Aus
/ sin?(z) da = — / cos'(z) sin(z) do
= —cos(z) sin(z) + / cos®(z) dz
= — cos(z) sin(x) + / (1 —sin*(z)) dz
:—am@mm@g+x_/$m%@dx

erhdlt man )
/sinZ(x) dz = 5(95 — cos(x) sin(z)) + ¢ .
U

Satz 3.1.8 (Substitutionsregel) Seien I1, I, C R Intervalle, sei p : I} — I differenzierbar und
sei f: Iy — E. Ist F eine Stammfunktion von f, so ist F o ¢ eine Stammfunktion von (f o ¢)¢’,

d.h.
[ He@ @ = [ rwa|

Beweis. Sei F' eine Stammfunktion von f. Nach der Kettenregel gilt dann
(Fog) =(Fop) = (fop)s.

Das ergibt die Behauptung. O

»(x)

Beispiel 3.1.9 (i) Sei ¢ : I — R differenzierbar und gelte ¢(z) # 0 fiir alle € I. Dann ist

/fo/éf)) do= [

Zum Beispiel gilt

= In(ly])|,__, = (o))

y=¢(z)

1

(ii) Sei f : I — E und seien a,b € R mit a # 0. Indem man (z) := ax + b substituiert, erhalt

o /f (az +b)d /f /f ) dy

y=axr+b
Insbesondere ist
1 1 1
——dz = — fu k=23,... 3.1.2
/(erb)k ! k—l(x+b)k71+c " o ( )
und

/ +bdx_ln(|z+b\) (3.1.3)
auf I =]—o0,—b[und I =]—b, +o0|. O

Zur Formulierung des néchsten Beispiels fithren wir die die folgenden Funktionen ein.

Definition 3.1.10 Der Areasinus hyperbolicus arsinh : R — R ist die inverse Funktion von
sinh : R — R. Der Areacosinus hyperbolicus arcosh : [1,+o00] — [0,400[ ist die inverse
Funktion von

€ [0, +o0[ +— cosh(z) € [1,+o0] .
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Lemma 3.1.11 FEs gilt:
(i) arsinh(z) =1In (z + Va? +1) fir z € R,
(ii) arcosh(z) =In(z+ V2% —1) firz > 1.
Beweis. Ubung. O

Beispiel 3.1.12 (i) Mittels der Substitution = sinh(¢) berechnen wir

cosh(t)

1
= 7sinh’(t)dt:/7dt:t+c.
r=sinh(t) / SinhZ(t) +1 COSh(t)

1
—dz
/ Va4 1
Folglich ist
1
————=dz = arsinh(z) + c.
| («)
(i) Sei I C]1,+o0[. Die Substitution = cosh(t) mit ¢ > 0 liefert dann

sinh(%)

1
= —Cosh'(t)dt=/.7dt:t+c,
z=cosh(t) / COSh2 (t) -1 Slnh(t)

1
—dx
/ Va2 —1
also

1
————dz = arcosh(x) + ¢,
/ Va?—1

Zur Integration der rationalen Funktionen verwendet man

Satz 3.1.13 (Partialbruchzerlegung) Seien p(z) = ap2*+ap_125"1+---+a1z+ag und q(z) =
b1 27 bz + by 2wed Polynome und gelte

q(2) = (z = M) (z =)= (2 = A\p)'™  fir z€C
mit paarweise verschiedenen A1, ..., Ay, € C. Ist k <1, so existieren Zahlen u;; € C derart, dass

p(z) _ pn paz M
q(z) 2= (2—A\1)? (2= Ak
H21 H22 H2l,
L WL P W T B PR W
+ P

Hm1 HUm?2 ,U/mlm
+ Z — A7rL + (Z - )\m)z + + (Z - A'rn)lm

fir z € C mit q(z) # 0.
Beweis. Vgl. Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 1, Abschnitt 69. O

Beispiel 3.1.14 (i) Wir berechnen
/ 3z +1 d
(x —1)(z +1)2 o
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wobei 1, —1 & I. Nach Satz 3.1.13 gibt es Zahlen «, 81, 82 mit

3z 41 - . B 4 B2
(z—-1D(x+1)2 2-1 a+1 (z+1)2

fir zeR\{1,-1},

d.h. mit
3r+1l=alz+1)2+Bi(z—1)(z+1)+ fa(x — 1)

bzw.
3r4+1=(a+ B2’ + 2a+ B +a— B — B

fiir x € R. Ein Vergleich der Koeffizienten liefert « = 83 = 1 und 5, = —1. Mit (3.1.2) und
(3.1.3) folgt

3x+1 1 1 1
T = ——da— [ —d —— d
/(a:—l)(a:+1)2 S B R /a:—i—l x+/(x+1)2 .

1
=In(Jz — 1|) — In(Jz + 1]) — o +ec.

(ii) Zur Berechnung von
/ 22—z +1
————dz
- D+ 1)
auf einem Intervall I mit 1 ¢ I bestimmen wir «, 01, 82 € C mit

2 —x+1 o B B2 ..
(x —1)(22 4+ 1) _$—1+I—i+$+i fir @ eR\{1},

also mit
P —z+l=alx—i)(z+i)+G(x—D(x+i)+ oz —1)(z—i) fir z€R.

Indem wir in der letzten Gleichung nacheinander z = 1, x = i und = = —1i einsetzen, erhalten
wir
1=2a, —-i=2@1-1)p und i=2i(i+1)Fs,

dh.a=1/2, 6y =(1+1)/4 und B2 = (1 —i)/4. Somit ist

- x—1+x2+1

??—-z+1 1 1 P S S el SO 1/ 1 r—1
(x—1)(22+1) 2z-1 4 z—i 4 z+i 2

Mit (3.1.1) und (3.1.3) folgt

2 _
/%dx: / 1 dx+/id%/;dx
(x —1)(2241) x—1 x2+1 224+ 1

(2In(jz — 1]) + In (2® + 1) — 2arctan(z)) +c.

O

Wie im nédchsten Beispiel angedeutet, lassen sich in einer Reihe von Fillen Integrale durch geeignete
Substitutionen auf Integrale rationaler Funktionen zuriickfiihren.

Beispiel 3.1.15 (i) Die Substitution y = exp(z) fiithrt auf

[ waw = sveri oo =/ mdx

2
S .
/y2+1 Y

63

= 2arctan(exp(z)) + ¢ .
y=exp(z)



(ii) Mit der Substitution y = cos(z)/2 erhélt man

sin(x) cos’(x) 1 / 1
/ cos?(z) + 4 o / cos?(z) + 4 v 2) y*+1 Y y=cos(z)/2

cosz(x)> .

1 <
= —— arctan
2
O

Bemerkung 3.1.16 Nicht in jedem Fall ist die Stammfunktion einer elementaren Funktion wie-
der eine elementare Funktion. (Eine Funktion f : I — R heifit elementar, wenn sie sich in endlich
vielen Schritten mittels Addition, Multiplikation, Division, Verkettung und Invertierung aus Kon-
stanten und den Funktionen idg, exp : R — R und sin : R — R bilden lidsst.) Zum Beispiel
ist

(3.1.4)

/ 1

dz ,
V(1 —22) (1 - ax?)
wobei I C ]—1,1[ und « € ]0,1[, keine elementare Funktion. Integrale der Form (3.1.4) werden
elliptische Integrale erster Art genannt. O

3.2 Das Riemannsche Integral

Der Ausgangspunkt fiir die anschlieBenden Uberlegungen ist die folgende Frage. Sei f : [a,b] — R
beschrénkt und gelte f(x) > 0 fiir alle x € [a, b]. Unter welchen Bedingungen und in welcher Weise
kann man fiir die so genannte Ordinatenmenge

Ord(f) := {(x,y) eR?:a<z<bund0<y< f(a:)}
einen Flicheninhalt definieren? Der Ansatz zur Beantwortung dieser Frage ist die Approximation
von Ord(f) durch Rechtecke.
Definition 3.2.1 Fine endliche Menge Z heifst Zerlegung von [a,b] : <= Z C [a,b] und a,b € Z.

Ist Z = {to,t1,...,tx} eine Zerlegung von [a, b], so nehmen wir im Weiteren stets
a=1tg<t1 <- <tp_1 <tp=>b

an. Die Menge aller Zerlegungen von [a, b] bezeichnen wir mit 3([a, ]).

Definition 3.2.2 Fine Zerlegung Z' € 3([a,b]) heifit Verfeinerung von Z € 3([a,b]) : —
ASWVAR

Lemma 3.2.3 Zu je zwei Zerlegungen Z1, Zs € 3([a,b]) gibt es eine gemeinsame Verfeinerung Z'.

Beweis. Seien Z1,Zs € 3([a,b]). Dann ist Z’ := Z; U Zy € 3([a,b]) eine Verfeinerung sowohl von
7 als auch von Zs. O

Definition 3.2.4 Sei f : [a,b] — R beschrinkt und sei Z = {to,t1,...,tr} € 3([a,b]). Dann heift

k

S(f,2) ="y (inf f([ti-1,t:])) (t; = ti1)

i=1
die untere Summe von f beziiglich Z und

k

S(f,2) =Y _(sup f([ti-1,t)) (t; — ti—1)

i=1

die obere Summe von [ beziiglich Z.
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Lemma 3.2.5 Sei f : [a,b] — R beschrdnkt.

(i) Ist Z € 3([a,b]) und ist Z' eine Verfeinerung von Z, so gilt
S(f.2) <S8(f.2') und S(f,2) 2 S(f,2") .

(i) Fir alle Z1,Z2 € 3([a,b]) gilt
ﬁ(fa Zl) < g(fv Z2) :

Beweis. (i) Sei Z = {to,...,tx} € 3([a,b]), sei Z' = {t;,...,t;} eine Verfeinerung von Z und seien
0(0),...,0(k) € {0,...,1} durch
o
i =150
bestimmt. Ist o (i — 1) < j < o(i), so ist [t;_;,t}] C [ti—1,%;] und somit

1nff([g 15 J])>lnff([% 1,t;]) und Supf([j 15 gD<SUpf([z 1)) -

Es folgt
l
§(fa Z/) = Z(lnff([ j—1 jD) (t; - t;el)
k o (i)
=y (inf f([t; 1, 15]) (¢ —51)
i=1 j=0o(i—1)+1
k o (i)
>> (inf f([tim1, t])) (8 — 1)
i=1 j=0(i—1)+1
k o (i)
=D (nf f(ftrsti]) Y (5 —t5y)
i=1 j=o(i-1)+1
k
= (inf f([ti1, ta])) (8 — tim1)
und analog

5(.2) <5(1.2) .

(ii) Seien Zi,Zs € 3([a,b]) und sei Z’ eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z,. Nach (i) gilt
dann

ﬁ(fa Zl) Sﬁ(f)zl) Sg(.ﬂzl) S ?(f’ Z2) .

Definition 3.2.6 Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Das untere Riemann-Integral von f ist

J*(f) = Sup{ﬁ(fa Z) AS 3([a7bD} .

Das obere Riemann-Integral von f ist
J(f) =if {S(f,2): Z € 3([a,b]) } .
Lemma 3.2.7 Fir jede beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist

J(f) < T(f) -
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Beweis. Das ist eine Konsequenz von Lemma 3.2.5(ii). O

Definition 3.2.8 (i) Eine Funktion f : [a,b] — R heifft Riemann-integrierbar : < f ist
beschrinkt und J.(f) = J*(f).

(ii) Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so wird
b
[ @10 =)
das Riemann-Integral oder das bestimmte Integral von f genannt.
Die eingangs gestellte Frage beantworten wir jetzt wie folgt.

Definition 3.2.9 Sei f : [a,b] — R beschrinkt und gelte f(x) > 0 fiir alle x € [a,b]. Wir sagen,
Ord(f) hat einen Flidcheninhalt : <= f ist Riemann-integrierbar. Ist dies der Fall, so ist

b
00d()| = [ (o) o
der Flacheninhalt von Ord(f).

Beispiel 3.2.10 Jede konstante Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar. Gilt nédmlich
f(z) = a fiir alle z € [a,b], so ist

S(f,Z)=8(f,Z) =a(b—a) firalle Z € 3([a,b])
Somit ist Ji.(f) = J*(f) und \
/adx:a(b—a).

O
Beispiel 3.2.11 Die Dirichlet-Funktion auf [a, b], d.h. die Funktion
. |1 fir z€[a,bNQ
f'[a'ab]_)Ra f(m)_{o fﬁI’ l’G[a,b]\Q ’
ist nicht Riemann-integrierbar, denn
S(f,Z)=0 und S(f,Z)=b—a firalle Z € 3([a,b]),
woraus J,(f) = 0 und J*(f) = b — a, also insbesondere J,(f) # J*(f) folgt. O

Satz 3.2.12 (Riemannsches Integrierbarkeitskriterium) Sei f : [a,b] — R beschrinkt.
Dann ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn

Ve >0321,7Zy € 3([a,b]) : S(f, Z2) — S(f, Z1) < ¢ (3.2.1)

Beweis. (=) Sei f Riemann-integrierbar und sei € > 0. Nach Definition von J,(F) und J*(F)
existieren Z1, Zs € 3([a,b]) mit

S(f.2) > J(F) = 5 wnd S(f.Z2) < T'(F) + 3 -
Wegen J,(F) = J*(F) folgt

S(f.22) = S(1.20) < T'(F) 5 = Ju(F) 5 =<

66



(<) Gelte (3.2.1). Da
S(f,Z1) < J.(F) < J*(F) < S(f, Zo) fiir alle Zy,Z5 € 3([a,b]) ,

folgt
0<J"(F)—J.(F)<e firalle ¢>0.

Also ist J.(F) = J*(F), d.h. f ist Riemann-integrierbar. O

Folgerung 3.2.13 Sei f : [a,b] — R beschrinkt und existiere eine Folge (Zi) in 3([a,b]) mit

Dann ist f Riemann-integrierbar und
b
/ flz)dx = klim S(f, Zy) = klim S(f, Zy) . (3.2.2)

Beweis. Die Riemann-Integrierbarkeit von f erhélt man mit Satz 3.2.12, die Beziehung (3.2.2) mit

und

T*(f) = S(f,Zx)| = S(f, Ze) = T*(f) < S(f,Zx) = S(f. Zx) -

O
Beispiel 3.2.14 Die unteren und oberen Summen von id[, j beziiglich der Zerlegungen
Z), = {a+;(b—a);z':o,...,n} , keN,
sind
il i b—a
S (idja, Zi) = ; (mf {a+ —— (b—a)at (b a)D -
il i—1 b—a k-1
_ - —a - 2
—;<a+ 2 (b—a)) k =a(b a)-i—W(b—a)
und
k — b—a
S(ld[ab]azk) =;<sup |:a+k(b a)7a+ (b_a):|> L
k i b—a k+1
= —(b— =a(b— ~—— (b—a)?
S (o 0-0) G a0+ TG00
Damit gilt
. . .= (b—a)®> b?—a?
klirgﬁ (1d[a7b], Zk) = klirr;OS (1d[a,b], Zk) =a(b—a)+ 5 =5
was nach Folgerung 3.2.13 die Riemann-Integrierbarkeit von id[, 3 und
b 2 2
b* —a
d =
/a xdx 5
impliziert. 0

67



Beispiel 3.2.15 Sei a < ¢ < b, seien ay, s, a3 € R und sei f : [a,b] — R durch
oy fir z€la, |
f@)=¢ ay fir z=c

ag  fir z €le,b]

definiert. Fiir k € N setzen wir

1 1
Zy = — e+ by
k {a,c k"c—’_ k_v }

Ist k geniigend grof}, so ist Z € 3([a,b]) und es gilt

1 2 1
S(f, Zy) = a3 (c—a— k) +(min{a1,a2,a3})% + as (b—c— k)
und
— 1 2 1
S(f, Zr) = a1 <c—a— k) —|—(max{o¢1,a2,ozg})%—|—oz3 <b—c— k> .
Es folgt

kli_)n;oﬁ(f, Zy) = kli_)rgog(f, Zr) =a1(c—a)+as(b—c).

Somit ist f Riemann-integrierbar und

b
/ f(x)de = ai(c—a) +az(b—c).
U

Wir wollen zeigen, dass jede stetige Funktion f : [a, b] — R Riemann-integrierbar ist. Dazu beweisen
wir zunéchst

Satz 3.2.16 Sei f : [a,b] — [c,d] Riemann-integrierbar und sei ¢ : [c,d] — R stetig. Dann ist
auch po f : [a,b] — R Riemann-integrierbar.

Beweis. Da [c,d] kompakt ist, ist ¢ und somit auch ¢ o f beschrinkt. Auflerdem ist ¢ sogar
gleichméfig stetig. Also existiert zu vorgegebenem ¢ > 0 ein § > 0 mit

y1,Y2 € [e,d] und |y —y2| <0 = |o(y1) —e(y2)| <e. (3.2.3)

Dabei kénnen wir
d<e (3.2.4)

annehmen. Da f Riemann-integrierbar ist, existieren nach Satz 3.2.12 zwei Zerlegungen 71, Zs €
3([a, b)) mit -~
S(f7ZZ) _ﬁ(f7zl) < 52 .

Sei Z = {to,...,tr} eine gemeinsame Verfeinerung von Z; und Z5. Nach Lemma 3.2.5(i) gilt dann
auch B
S(f,2) - 5(f,2) < 6*. (3.2.5)

Wir setzen jetzt

N1 = {Z S {17 .. 7/€} :sup f([tifl,ti]) — mff([tl,l,tl]) < (5} s
N2 = {’L S {1, .. 7]@} . sup f([t’i—17ti]) — 1nff([tl_1,tl]) 2 5} .

Ist i € Ny, so gilt
|f(z1) — f(ze)] <& furalle 1,29 € [tim1, ],
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was nach (3.2.3)
oo f(z1) —po f(ze)| <e fiiralle x1,29 € [ti—1,t;]

impliziert. Also ist
supp o f([ti—1,t]) —inf o f([ti—1,t;]) <e firalle i€ Ny. (3.2.6)

Weiter haben wir

Z(ti —ti—1) = % 0 (t; —tiz1)
1EN> 1EN>
< 5 3 (oup f(timr,t]) — int £(fti0, ) (8~ ti1)
1€N>
1 k
< gZ(Supf([ i—1,ti]) —inf f([tio1, 8])) (G — tiz1)
= L (5(.2) - 5(7,2)) -
Hieraus und aus (3.2.5) folgt
> (ti—tii1) <. (3.2.7)
1€EN>2

Wir setzen
a = max {|¢(y)| : y € [e, d]}

und schlieen mit (3.2.4), (3.2.6) und (3.2.7)

k
S(pof,Z)—S(po f,2) = Z(Supso o f([ti—1,t:]) —inf o f([ti—1,ti])) (t — tiz1)

=Y (suppo f([tim1,ti]) — inf g o f([tim1,ti])) (t: — tim1)
i€Nq
+ Y (suppo f([ti, ) —inf o f([tia,t:])) (8 — tin)

i€ Ng

<Y eti—tic)+ Y 2a(t

1€N1 1€ No

<e(b—a)+2ad
<eb—a+2a).

Damit haben wir gezeigt, dass zu jedem € > 0 ein Z € 3([a,b]) mit

?((pof,Z)—ﬁ((pof,Z)SE(b—a—l—?a)

existiert. Dies liefert nach Satz 3.2.12 die Behauptung. O
Folgerung 3.2.17 Jede stetige Funktion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

Beweis. Sei f : [a,b] — R stetig. Da id|, ;) nach Beispiel 3.2.14 Riemann-integrierbar ist, folgt mit
Satz 3.2.16, dass f = f oid[, s Riemann-integrierbar ist. O

Die néchsten beiden Sétze beinhalten grundlegende Rechenregeln fiir das Riemann-Integral.

Satz 3.2.18 Seien f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbar und sei o € R. Dann gilt:
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(i) f + g ist Riemann-integrierbar und

/ab(f(x) +g(x))dz = /abf(x)der/abg(x)dx _

(ii) af ist Riemann-integrierbar und

/abaf(x)dxza/abf(x)dx.

(iii) fg ist Riemann-integrierbar.

(iv) Gilt
g(x) < f(z) firalle x € [a,b],

/jg(x)dx < /abf@)d:c

(v) |f] ist Riemann-integrierbar und

s0 1ist

2) dz g/ \f(2)] dz (3.2.8)

Beweis. (i) Als erstes stellen wir fest, dass mit f und g auch f + g beschrénkt ist. Weiter haben
wir fiir jedes Z = {to,...,tx} € 3([a,b])

k
S(f+9,2) =" (sup (f + 9)([ti—1,t:]) (t: — ti1)

i=

E

1
< > (sup f([ti—1,ti]) +supg([ti—1,t:])) (ti —tio1)
1

=S(f,Z)+S(g,2) .
Folglich ist - -
J(f+g) <inf {S(f,Z2)+5(g9,2): Z € 3([a,b]) } . (3.2.9)
AuBlerdem ist B -
inf {S(f,2)+S(9.Z): Z € 3([a,b))} = J*(f) + J*(9) - (3.2.10)

Zunichst gilt ndmlich

inf {S(f,2)+S(9,2) : Z€3 ([a,b]) }
>inf {S(f,Z): Z € 3([a,b])} +inf {S(g,2) : Z € 3([a,b])}
=J°(f) +J*( )
Wire
inf {5(f,2)+5(6.2): Z € 3([ab)} > J*(f) + T (3) .
so wiirden Z1, Z5 € 3([a,b]) mit

S(f,Z2)+ S(g,Z) > S(f, Z1) + S(g, Z2) fiir alle Z € 3([a,b])

existieren. Im Widerspruch dazu wiirde aber nach Lemma 3.2.5(i) fiir jede gemeinsame Verfeinerung
Z' von Z; und Zy B B B B
S(.f7 Z/) + S(gv Z/) < S(fa Zl) + 5(97Z2)



gelten. Damit ist (3.2.10) gezeigt. Aus (3.2.9) und (3.2.10) folgt

J(f+g9) <J(f)+ T (g /f dx+/ g(z)dx .

b b
J*(f+9)2/ f(:z:)der/ g(z)dz .

b b b b
/f(w)d:H/ g(x)dwéJ*(f+g)§J*(f+g)§/ f(m)dx+/ o) dz

Analog verifiziert man

Also gilt

was unmittelbar auf die Behauptung (i) fiihrt.
(ii) Ubung.

(iii) Wir benutzen (i) und (ii). Da f und g Riemann-integrierbar sind, sind auch f + g und f —g¢
Riemann-integrierbar. Mittels Satz 3.2.16 fiir ¢ : [¢,d] — R, ¢(t) := t2, wobei das Intervall [c, d] so
gewihlt ist, dass (f + ¢)([a,b]) C [c,d] und (f — g)([a,b]) C [¢,d], erhalten wir, dass (f + g)? und
(f — g)? Riemann-integrierbar sind. Also ist auch

fo==((f+9?-(f-9)7)

»MH

Riemann-integrierbar.
(iv) Ubung.

(v) Da f Riemann-integrierbar ist, ist nach Satz 3.2.16 auch | f| Riemann-integrierbar. Da aufilerdem

—|f(@)] < flz) <[f(2)] firalle @ €la,b],

—/ab|f(x)|dx</abf(x)dx</ab|f($)|dx~

Damit ist auch (3.2.8) gezeigt. O

folgt mit (ii) und (iv)

Satz 3.2.19 Sei a < ¢ < b. Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn f|[a g und f’[c b Riemann-integrierbar sind, und in diesem Fall gilt

/abf(x)dm:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx. (3.2.11)

Beweis. Offensichtlich ist f : [a, b] — R genau dann beschrinkt, wenn f ’ [a, d] und f ‘ [, ] beschrankt

sind. Wir nehmen zuerst an, dass f Riemann-integrierbar ist. Die Funktion

1 fir T € |a,c
g:la,b] = R, g(x)::{() fiir zE][C,b}] ’

ist nach Beispiel 3.2.15 Riemann-integrierbar. Nach Satz 3.2.18(iii) ist dann auch f; := fg
Riemann-integrierbar. Auflerdem gilt fiir jedes Z € 3([a, b))

5(£1,2) < 8(h1, 2U{e}) = S (Flig, g (ZU{eh) )
S(11,2) 2 (£, 201{e}) = 5 (£, ¢ (Z U{eh) Nad]) -



Das liefert
J(fr) < Js (f\[a’c]) < J* (f“a,c]) < J'(f1) -

Somit ist f | la, ] Riemann-integrierbar. Analog erhélt man die Riemann-Integrierbarkeit von
f’[c, b’
Jetzt nehmen wir an, dass f|[ a,d und f|[ c,b] Riemann-integrierbar sind. Wegen
S(£.2002) =S (fjg, - 2) + 8 (F 1) 22) -
S(f, 21U Zy) :§<f|[a,c]’Zl) +§(f|[c,b]’22)
fiir alle Z; € 3([a, c]) und Zs € 3([c, b)) gilt
I (Flia,) + 9 (Flie.y) < 0 ST <7 (Flja, ) + 7" () -
Folglich ist f Riemann-integrierbar und es gilt die Gleichung (3.2.11). O

Wir treffen folgende Festlegungen. Fiir jedes a € R sei

/aaf(x)dx:().

Ist f : [a,b] — R Riemann-integrierbar, so sei

/baf(a:)dx ::—/:f(x)dx.

Die Riemann-Integrierbarkeit und das Riemann-Integral vektorwertiger Funktionen definieren wir
folgendermafien.

Definition 3.2.20 (i) Fine Funktion f = (f1,...,fn) : [a,b] — R™ heifft Riemann-
integrierbar : <= f1,..., f,, sind Riemann-integrierbar. In diesem Full sei

/abf(w)dx = (/abfl(m)dx,...,/abfn(m)dx) '

(i) Eine Funktion f : [a,b] — C™ heifit Riemann-integrierbar : <= Der Realteil Re(f) und
der Imagindrteil Im(f) von f sind Riemann-integrierbar. Es sei dann

/abf(x) dz = /:Re(f(a?))dl‘—‘ri/blm(f(x))dx

a

Sei wieder E = K" mit K = R oder K = C. Wie man einfach sieht, gelten die oben gezeigten
Eigenschaften des Riemann-Integrals fiir Funktionen f : [a,b] — F in entsprechender Weise. Insbe-
sondere impliziert die Stetigkeit die Riemann-Integrierbarkeit und fiir jede Riemann-integrierbare
Funktion f haben wir die Abschitzung

| /al’f(@dx

Wir beschlieflen diesen Abschnitt mit

b
< [Ir@lde. (3.2.12)

Satz 3.2.21 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Sei f : [a,b] — E stetig.
Dann gilt:
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(i) Die Abbildung
F:la,b) - E, F(zx):= fyde,

ist eine Stammfunktion von f.

(ii) Fir jede Stammfunktion G von f gilt
b
/ f(z)dx = G(b) — G(a) . (3.2.13)

Beweis. (i) Sei e > 0 und sei £ € [a, b]. Wegen der Stetigkeit von f gibt es ein § > 0 mit

7@ = fOll <e firalle t€la,bN])E—6E+70].

Mittels (3.2.12) folgern wir fiir alle « € [a,b] mit 0 < |z — &] < §

= —sio| - | = [ a1
- |2 [ vo-rena|
< e [ WO -sela
< mig [ at
=c.
Damit haben wir gezeigt, dass o F RO
z—E r—& '

Also ist F'in & differenzierbar und F’(§) = f(&).

(ii) Offensichtlich gilt (3.2.13) fiir G = F'. Da nach Satz 3.1.2 jede Stammfunktion von f von der
Gestalt F' + ¢ mit einem ¢ € F ist, ergibt das die Behauptung. g

Bemerkung 3.2.22 (i) Die Beziehung (3.2.13) schreibt man héufig in der Form

b

/a  fla)de = Gl

a

(ii) Nicht jede Riemann-integrierbare Funktion besitzt eine Stammfunktion. Zum Beispiel ist die
Funktion sgn|[71 1] Riemann-integrierbar (vgl. Beispiel 3.2.15). Sie hat aber keine Stamm-

funktion. 0]

3.3 Weitere Eigenschaften des Riemannschen Integrals

Satz 3.3.1 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Sei f : [a,b] — R stetig, sei g : [a,b] = R
Riemann-integrierbar und gelte g(x) > 0 fir alle x € [a,b]. Dann existiert ein £ € [a,b] mit

/ ' fa)g(a) dz = £(©) / @) d
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Beweis. Wir setzen
¢ :=min f([a,b]) und c¢o :=max f([a,d]).

Dann gilt
c1 < f(z) <ey fiiralle z € [a,b],

also wegen g(x) > 0 auch
ag(z) < f(r)g(z) < cog(x) fiir alle € [a,b]

was nach Satz 3.2.18

c /:g(x) dz < /abf(x)g(w) dz < ¢ /abg(w) dz

impliziert.

Wir nehmen zuerst an, dass
Dann ist (3.3.1) zu

d.h. zu

a

dquivalent. Damit ist die Behauptung in diesem Fall gezeigt.

Gelte jetzt
/ bg(x) dz #0
und somit wegen g(z) > 0
/b g(z)dz >0
und seien z1,zy € [a,b] so gewihlt, dass
f(1) =c1 und f(x2) =co.

Dann bedeutet (3.3.1), dass

J2 f(2)g(x) dz
fla) < fo 2/ 7
(1) fabg(x) dx

Mittels Zwischenwertsatz folgt, dass ein £ € [a, b] mit

_ Sy f@)g(w) da
f; g(z)dx

existiert. Damit ist die Behauptung auch in diesem Fall bewiesen.

< f(z2) .

f()

Folgerung 3.3.2 Ist [ : [a,b] — R stetig, so existiert ein & € [a,b] mit

b
/ f(x)dz = £(€) (b—a) .
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Beweis. Das ist die Aussage von Satz 3.3.1 fiir den Fall, dass g konstant 1 ist. O

Der néchste Satz besagt, dass man fiir gleichméfig konvergente Funktionenfolgen Integral und
Grenzwert vertauschen kann.

Satz 3.3.3 Seien f. : [a,b] — R, k € N, Riemann-integrierbar und konvergiere (fx)cy
gleichmdflig gegen f : [a,b] — R. Dann ist f Riemann-integrierbar und

b b
[ t@ydo= im [ fi)ds. (332)

a

Beweis. Sei € > 0. Da (fi) gleichmiBig gegen f konvergiert, existiert ein kg € N derart, dass fiir
alle k > ko und alle z € [a, D]
|f(z) = fulz) <e,
d.h.
fu(@) —e < f(z) < fulz) +e.
Demnach ist f beschriinkt. Auerdem folgt fiir Z = {to,...,t;} € 3([a,b]) und k > ko

l

5(f,2) =Y (sup f([ti-1,t:]) (t: — ti-1)

:l1
< Z(Supfk([ti—l,fi]) +¢&)(ti —tic1) = S(fr, Z) +e(b—a).

Also gilt
S(f,Z2) < S(fr,Z) +e(b—a) firalle Zc 3([a,b]) und k > ko . (3.3.3)

Analog erhilt man
S(f,2) > S(fr, Z) —e(b—a) firalle Z € 3(a,b]) und k > ko . (3.3.4)
Da fi, Riemann-integrierbar ist, existieren nach Satz 3.2.12 Zerlegungen Z1, Z> € 3([a, b]) mit
S(fro» Z2) = S(fres Z1) <.
Wegen (3.3.3) und (3.3.4) ist dann
S(f,Z2) = S(f, Z1) <e(1+2(b—a)) .

Wiederum nach Satz 3.2.12 folgt, dass f Riemann-integrierbar ist.
Aus (3.3.3) und (3.3.4) ergibt sich nun, dass fiir alle k > ko

b b b
/fk(x)dzfs(bfa)g/f(z)dxg/fk(x)dans(bfa),

/abf(w)dx—/abfk(x)df

Damit ist auch (3.3.2) gezeigt. O

d.h.

<eb—a).

Folgerung 3.3.4 Sind fi : [a,b] — R, k € N, Riemann-integrierbar und konvergiert die Reihe
frx gleichmdfig gegen f : [a,b] — R, so ist auch f Riemann-integrierbar und es gilt
k=1

b 0 b
/ f(a:)da:zz fr(z)de .

k=179
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o0

Beweis. Man wende Satz 3.3.3 auf die Partialsummen von > fi an. O
k=1

Eine Antwort auf die Frage , wann Integral und Ableitung vertauschbar sind, gibt

Satz 3.3.5 Sei U C R offen, sei f : (t,x) € U x [a,b] — f(t,z) € R stetig und sei ® : U — R
durch

D(¢) ::/ f(t,z)dx

definiert. Dann gilt:

(i) @ ist stetig.

ii) FEuxistiert die partielle Ableitung g : U X [a,b] — R und ist diese stetig, so ist ® stetig diffe-
ot

renzierbar und

im0 Of "
d'(t) = a(t,x)da: firalle teU.

Beweis. (i) Sei § € U fixiert und sei & > 0 so gewéhlt, dass [0 —a, 8+a] C U. Da die Einschrinkung
von f auf die kompakte Menge [0 — «, 0 + o] X [a, b] gleichm#Big stetig ist, gibt es zu vorgegebenem
€ > 0ein ¢ € ]0,a] mit

f(t,z) — f(8,2)] < ﬁ fir alle 2 € [a,b] und t €10 — 5,0 + 6] .

Hieraus folgt

b b b
|D(t) — @(0)] = / flt,z) = f(0,z)dx §/ |f(t,z) — f(0,2)dz §/ bi de =«
fiir t € 160 — 6,0 + 6[. Somit ist @ stetig in 6 und (i) ist bewiesen.
(ii) Wir setzen voraus, dass o1 : U x [a,b] — R existiert und stetig ist. Seien 6§ und « wie in (i)
und sei g : |—a, af X [a,b] — R durch
o h
5(9, x) fir h=0

definiert. Offensichtlich ist ¢ in jedem (h, z) mit h # 0 stetig. AuBerdem existiert nach dem Mittel-
wertsatz der Differentialrechnung zu jedem (h,x) € |—a, & X [a,b] mit h # 0 ein s € |0, 1] derart,
dass

of

(0 + sh,x) .

0
Wegen der Stetigkeit von a—{ folgt, dass g auch in allen (0,z) stetig ist. Indem wir (i) auf g

anwenden, erhalten wir

b b b
®'(0) = lim w :}131%/ g(h, z) dx:/ (0, ) dx:/ %(e,x) dz .

O

3]
Die Stetigkeit von @’ folgt wieder nach (i) aus der Stetigkeit von a—{

Wir wollen jetzt noch das so genannte Lebesguesche Integrierbarkeitskriterium angeben. Dazu
bendétigen wir
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Definition 3.3.6 Fine Menge A C R heifit Lebesguesche Nullmenge : <= Zu jedem ¢ > 0
existiert eine Folge ([ay,bx]), oy von abgeschlossenen Intervallen mit

U ak,bk und Z(bk — ak) <e
k=1 k=1

Lemma 3.3.7 (i) Jede endliche Teilmenge von R ist eine Lebesquesche Nullmenge.

(ii) Die Vereinigung hochstens abzihlbar vieler Lebesguescher Nullmengen ist wieder eine Le-
besguesche Nullmenge. Insbesondere ist jede abzihlbare Teilmenge von R eine Lebesguesche
Nullmenge.

Beweis. (i) Ubung.
(ii) Vgl. Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 1, Abschnitt 84. O
Satz 3.3.8 (Lebesguesches Integrierbarkeitskriterium) Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann

ist f genau dann Riemann-integrierbar, wenn die Menge der Unstetigkeitsstellen von f eine Le-
besguesche Nullmenge ist.

Beweis. Vgl. Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 1, Abschnitt 84. 0

Bemerkung 3.3.9 (i) Nach Lemma 3.3.7(ii) und Satz 3.3.8 ist jede beschréinkte Funktion
f : la,b] — R mit hochstens abzihlbar vielen Unstetigkeitsstellen Riemann-integrierbar.
Insbesondere ist jede monotone Funktion f : [a,b] — R Riemann-integrierbar.

(i) Wie man leicht sieht, behalten die Ergebnisse dieses Abschnitts mit Ausnahme von Satz 3.3.1
und Folgerung 3.3.2 auch fiir vektorwertige Funktionen ihre Giiltigkeit.

3.4 Uneigentliche Riemannsche Integrale

In diesem Abschnitt wollen wir das Riemannsche Integral zum einen fiir unbeschriankte Interval-
le und zum anderen fiir unbeschrénkte Funktionen verallgemeinern. Solche Integrale nennt man
uneigentliche (Riemannsche) Integrale.

Definition 3.4.1 (i) Sei f : [a,+o0[ — E derart, dass f| fur jedes t > a Riemann-

integrierbar ist. Man sagt, das Integral fa (z) dzx ist konvergent : <= Der Grenzwert

. hI_El f; f(z)dx existiert. In diesem Fall sei
——+00

/a+oof(w ::tilﬂo/ flx

Analog definiert man f_boc f(z)dz fiir eine Funktion f :]—o00,b] — E.

(ii) Sei f :[a,b] — E derart, dass f’ fur jedes t € |a,b] Riemann-integrierbar ist. Man sagt,

das Integral fa f(x)dx ist konvergent : <= Der Grenzwert thrgl fa f(x)dx existiert. Es

/abf(as) dz = 75l_i)lgl_ /atf(:c)dx

Analog definiert man fab f(z)dz fiir eine Funktion f :]a,b] — E.

sei dann
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(iii) FEin uneigentliches Integral heiffit divergent : <= FEs ist nicht konvergent.

+oo
/ e fde=1,
0

Beispiel 3.4.2 Es ist

denn .
lim e *dr = lim (1 - e_t) =1.
t—+oo Jj t—-+oo
O
Beispiel 3.4.3 Das Integral f0+oo cos(x) dx ist divergent, denn
t
/ cos(z) dx = sin(t)

0

und der Grenzwert lim sin(t) existiert nicht. O

t——+oo

Beispiel 3.4.4 Das uneigentliche Integral f1+°° x® dz ist genau dann konvergent, wenn s < —1,

und in diesem Fall ist
[
z¥dx = — .
1 s+1

Fiir jedes t > 1 gilt ndmlich
1

t — ("t -1 fir s# —1
/ z°dr = s+1 ( ) 7
! In(t) fir s=-1
O
Beispiel 3.4.5 Es gilt
/1 1 m
—dr=—,
0 VvV1— {L‘2 2
denn
TN AR S in(t) =
Jm V- z = lim arcsin(t) =5 .
O

Beispiel 3.4.6 Das Integral fol z® dx ist genau dann konvergent, wenn s > —1, und in diesem Fall

gilt
1
1
/ ¥ dx = .
0 s+1

1
1 L—tt) il -1
/ z¥dr =4 s+1 ( ) s
¢ —In(t) fir s=-1

fiir jedes t € ]0,1]. O

Das folgt aus

Satz 3.4.7 Sei —oo < a < 8 < 400 und seien f,g: [a, 8] — R.

(i) Majorantenkriterium: Gilt |f(x)| < g(z) fir alle x € [a, 8] und ist ffg(x) dz konvergent,
s0 ist auch ff f(z) dz konvergent.
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(ii) Minorantenkriterium: Gilt 0 < g(x) < f(z) fir alle x € [a, B[ und ist ff g(z) dz divergent,
so ist auch ff f(z)dx divergent.

Beweis. Ubung. g

Bemerkung 3.4.8 Satz 3.4.7 gilt fiir —co < a < b < 400 und Funktionen f,g : Ja,b] — R in
analoger Weise. 0

Beispiel 3.4.9 Sei s € R,. Dann sind die Integrale fol z*"le @ dz und f;roo 25~ te™® dx konver-
gent. Zur Verifikation benutzen wir das Majorantenkriterium. Die Konvergenz des ersten Integrals
erhalten wir aus

27 le ™ < %71 fiiralle >0

und Beispiel 3.4.6. Ferner gibt es wegen lim z°T'e™® =0 ein ¢ > 1 mit

r——+00
e < z7? fiiralle z>c.
Diese Ungleichung und Beispiel 3.4.4 implizieren die Konvergenz von fjoo z*"le™® dz und somit

+ 1
auch von [] Crsle g, O

Zwischen der Konvergenz von Reihen und der Konvergenz uneigentlicher Integrale besteht folgender
Zusammenhang.

Satz 3.4.10 Sei f : [1,+00] — R monoton fallend und gelte f(x) > 0 fir alle z € [1,+o0[. Dann

(oo}
konvergiert die Reihe Y, f(k) genau dann, wenn das Integral f;roo f(x)dx konvergent ist.
k=1

Beweis. Zunichst stellen wir fest, dass f ‘[1 t] nach Bemerkung 3.3.9(i) fiir jedes ¢t > 1 Riemann-

integrierbar ist. Da
Fk+1) < f(x) < f(k) firalle z€k,k+1 und k€N
und folglich

kt1
Fh+1) < / f(z)dz < f(k) firalle keN,
k
gilt
t1 i1 i
> f(k) g/ flx)dz <> f(k) firalle jeN. (3.4.1)
k=2 1 k=1
Wegen f(x) > 0 haben wir auferdem
s t
l<s<t = / f(m)dxg/ f(z)dx . (34.2)
1 1
Aus (3.4.1) und (3.4.2) folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.4.11 Die Reihe Y kexp (—kz) konvergiert. Das ergibt sich mit Satz 3.4.10 aus fol-
k=1

genden Eigenschaften der Funktion fi[1,+00] = R, f(x) := wexp (—z?). Erstens ist f(x) > 0 fiir
alle z € [1,400[. Zweitens ist f wegen

f'(x) = (1—22%) exp (—2%) <0 fiiralle z € [1,+o0]
)

monoton fallend. Und drittens ist ffoo f(z) dz konvergent, denn

lim /tf(x)dxl lim 1fe (—t%) S
1o L T e TP 2
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Bisher haben wir uneigentliche Integrale {iber halboffenen Intervallen betrachtet. Integrale iiber
offenen Intervallen erklidren wir folgendermafien.

Definition 3.4.12 Sei —o0 < a < ¢ < f < +oo und sei f:|a, 3] — E derart, dass f|I fir jedes
kompakte Intervall I C o, B[] Riemann-integrierbar ist. Man sagt, das Integral ff f(z)dx ist
konvergent : <= Sowohl f:f(x) dzx als auch ff f(z)dz sind konvergent. In diesem Fall sei

/jf(:c)dx = /acf(x)d:ch/cﬁf(x)dx.

Wie man einfach iiberpriift, ist diese Definition unabhéngig von der Wahl von ¢ € ]a, 3.

Beispiel 3.4.13 Nach Beispiel 3.4.9 ist das uneigentliche Integral fos r*~le~® dz fiir jedes s € R
konvergent. O

Definition 3.4.14 Die Funktion
+oo
'R, =R, TI(s) ::/ e " dx
0
wird Gamma-Funktion genannt.

Satz 3.4.15 FEs gilt:

(i) T(s+ 1) = s-T'(s) fiir alle s € Ry,
(i) T(1) = 1,
(itii) T'(k) = (k —1)! fiir alle k € N.

1
/ e P dx = —ze™”
a
b
/ 8¢ Fdx = —x%e™ "
1
fiir b € |1, 400, gilt

/ e ™ Fdox = —— + s/ 2 le™®dz und / zfe Fdx = - + s/ 2 le % d .
0 € 0 1 € 1

Folglich ist

1 +oo 1 400
I(s+1) = / x’e”dx + / z%e " dx =s </ e dr + / i le® dx) =s-T'(s).
0 1 0 1

(ii) Da e=? auf [0, ¢] fur alle £ > 0 Riemann-integrierbar ist, ist

Beweis. (1) Wegen

1 1
+s ¥ le % dx
a a

b b
+s e dx
1 1

fiir o € ]0, 1] und analog

“+o00 t
(1) = / e "dr = lim e "dr= lim (1—e")=1.
0

t—+4oo 0 t——+oo

(iii) Das folgt mit vollsténdiger Induktion aus (i) und (ii). O
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3.5 Kurven und Integration

Definition 3.5.1 (i) Eine (parametrisierte) C'-Kurve in R" ist eine stetig differenzierbare
Abbildung v : I — R™ von einem Intervall I C R in R™.

(ii) Fine C'-Kurve v : I — R™ heifit regulér : <= Fiir alle t € I ist +'(t) # 0.
(iii) Pine Ct-Kurve v : [a,b] — R™ heifit geschlossen : <= y(a) = ~(b) und v'(a) = ~'(b). Sie

heifst einfach geschlossen : <= Sie ist geschlossen und fy| [a, ] ist injektiv.

Beispiel 3.5.2 Beispiele fiir C'-Kurven sind

(i) die Geraden
vy R=R", ~({):=z+tv,

wobei x,v € R",
(ii) die Kreislinien
v:10,27] — R, ~(t) := (rcos(t),rsin(t)) ,
wobei r > 0,

(iii) die Ellipsen
v:[0,27] — R? | 5(t) := (acos(t),bsin(t)) ,

wobei a,b > 0,

(iv) die Schraubenlinien
v:R =R, A(t) := (rcos(t), rsin(t),at) ,
wobei r > 0 und a # 0,

(v) die Zykloide
v:R =R, A(t):= (t —sin(t), 1 — cos(t)) .

Wie man unmittelbar sieht, sind die Kurven aus (i)-(iv) regulédr. Dagegen ist die Zykloide nicht
regulidr. Die Kreislinien und Ellipsen sind Beispiele fiir einfach geschlossene C''-Kurven. d

Im Weiteren betrachten wir nur C'-Kurven mit kompaktem Definitionsbereich.
Definition 3.5.3 Sei vy : [a,b] — R" eine C'-Kurve. Dann wird
b
L) = [ 1)
a
die Bogenlange oder einfach Lange von v genannt.

Beispiel 3.5.4 (i) Seien z,y € R™. Die Linge der C''-Kurve
ist
1
£0) = [ ly=alldt =y —al
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(ii) Die Kreislinie
v :10,27] — R?* . ~(t) := (rcos(t),rsin(t)) ,
hat die Lange

2w
L(’y):/ rdt = 27r .
0

Wie die folgenden Uberlegungen zeigen, ist die Bogenlinge invariant unter Umparametrisierungen.

Definition 3.5.5 (i) Eine Abbildung ¢ : [c,d] — |a,b] heifft Parametertransformation : <
@ ist bijektiv und stetig differenzierbar und es gilt

¢ (s) #0  firalle sé€led).

(i) Wir nennen zwei C'-Kurven 7 : [a,b] — R™ und p : [¢,d] — R™ schwach &quivalent : <=
Es gibt eine Parametertransformation ¢ : [c,d] — [a,b] mit p =y 0 .

Bemerkung 3.5.6 Nach Satz 1.1.11 ist mit ¢ auch ¢~ 1 eine Parametertransformation. Folglich
ist die schwache Aquivalenz von C''-Kurven eine Aquivalenzrelation. 0

Satz 3.5.7 Seien v : [a,b] — R™ und p : [c,d] — R™ schwach dquivalente C*-Kurven. Dann haben
v und p die gleiche Linge.

Beweis. Sei ¢ : [¢,d] — [a,b] eine Parametertransformation mit p = v o ¢. Da ¢ entweder streng
monoton wachsend oder streng monoton fallend ist, gilt dann

b © ()
10y = [@ia= [7 et i
a e 1(a

d d
= [l ds= [ 15 ds = L.
O

Bemerkung 3.5.8 (i) Unter einem C'-Bogen versteht man eine Aquivalenzklasse von schwach
dquivalenten C1-Kurven. Nach Satz 3.5.7 kann man die Linge L(C) eines C'*-Bogens C durch

L(C) := L(v)
fiir eine C représentierende C'-Kurve v definieren.

(ii) Ist C ein C'-Bogen und ist v : [a,b] — R™ ein Repriisentant von C, so nennt man die Menge
v([a,b]) € R™ die Spur oder die Trajektorie von C. Offensichtlich hdngt die Spur nicht von
der Wahl des Reprisentanten 7 ab. Ist ein (und damit jeder) Reprisentant von C reguldr und
aulerdem injektiv oder einfach geschlossen, so ist C' durch seine Spur eindeutig bestimmt.

(iii) Es sei darauf hingewiesen, dass der Begriff einer Kurve nicht einheitlich verwendet wird.
Verschiedentlich ist mit Kurve ein Bogen bzw. dessen Spur gemeint. O

Wir erkléren jetzt, wie man langs einer Kurve integrieren kann.

Definition 3.5.9 Sei v = (v1,...,7) : [a,b] — R™ eine C*-Kurve, sei y([a,b]) € M C R"™ und
sei = (F1,...,F,): M — R"™ stetig. Dann heifit

b
/ (Fi(2) dws + - + Fo(w) da) i / EOWL(E) + - + Fa(r(0)1h (1)) dt

b
- / (F (), (8)) dt

das Kurvenintegral von F' lings ~.
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Das Kurvenintegral von F' langs v werden wir abkiirzend auch als
[ #@.a)
~

schreiben.

Beispiel 3.5.10 (i) Fiir die Kreislinie v : [0, 27r] — R2, 4(t) := (r cos(t), rsin(t)), ist
2m
/(:pg dzy — z1 day) = fr2/ (sin®(t) + cos?(t)) dt = —2mr? .
gl 0
(ii) Sei vy :[0,1] — R3 durch y(¢) := (¢,t%,¢*) definiert. Dann ist

1
/(562133 dl‘l + Ir1x3 dl‘g + 129 dxg) = / (ts + 2t5 + 3t5) dt=1.
¥ 0
U

Definition 3.5.11 Wir nennen zwei C*-Kurven «y : [a,b] — R™ und p : [c,d] — R" stark dqui-
valent : <= FEs gibt eine monoton wachsende Parametertransformation ¢ : [c,d] — [a,b] mit

p="0¢.

Bei der starken Aquivalenz sind also im Gegensatz zur schwachen Aquivalenz nur solche Umpara-
metrisierungen zugelassen, die die Orientierung, d.h. den Durchlaufsinn der Kurve nicht dndern.

Bemerkung 3.5.12 Da fiir eine Parametertransformation ¢ mit ¢ auch ¢~! monoton wachsend

ist, ist die starke Aquivalenz von C'-Kurven wieder eine Aquivalenzrelation. g

Satz 3.5.13 Seien v : [a,b] — R™ und p: [¢,d] — R™ stark dquivalente C*-Kurven, sei y([a,b]) C
M CR™ und sei F': M — R"™ stetig. Dann gilt

A(F(x),dx) = /(F(m),dx) .

p

Beweis. Sei ¢ : [c,d] — [a,b] eine monoton wachsende Parametertransformation mit p = v o ¢.
Dann haben wir

b d
/ Fi(y(8))vi(t) dt = / Fi(v(9(5))7i(e(s))#' (s) ds
d
— [ Flelopits) ds
fir + = 1,...,n. Das ergibt die Behauptung. O

Bemerkung 3.5.14 Ist C ein mit einer Orientierung versehener C'-Bogen, d.h. eine Aquivalenz-
klasse von stark dquivalenten C'-Kurven, so wird das Kurvenintegral lings C durch

/ (F(z)dzy 4+ -+ Fp(z)dz,) = /(Fl(:r) dzy + -+ Fo(z) dz,)
¢ v

definiert, wobei v : [a, b] — R™ den orientierten Bogen C reprisentiert und F wie in Definition 3.5.9
ist. O
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Beispiel 3.5.15 Sei U eine offene Teilmenge von R? und beschreibe die stetige Abbildung
F=(F,F,F3):U—R3

ein Kraftfeld auf U. Ferner sei v : [a,b] — U eine C'-Kurve. Dann ist
AFsm) = [ (Fu(@)do + Fale) ds + Fi(a)d)
gl

die Arbeit, die bei der Verschiebung eines Massepunktes lings v geleistet werden muss. Ist das
Feld konstant, d.h.
F(z)=c=(c1,c9,c3) firale zeU,

so ist

A(F;w:/ab

Insbesondere hingt in diesem Fall die geleistete Arbeit A(F;~) nur von dem Anfangs- und dem
Endpunkt von « ab. O

3
(1 (D) + exm () + 395 (t) dt =Y ci(yi(b) — vila)) = (e, (0) = y(a)) -
=1

Das letzte Beispiel fithrt uns zu der Frage, wann das Kurvenintegral nur von Anfangs- und End-
punkt der Kurve und nicht vom konkreten Kurvenverlauf abhéingt.

Satz 3.5.16 Sei U eine offene Teilmenge von R™ und sei f : U — R stetig differenzierbar. Fiir
jede C1-Kurve v : [a,b] — U gilt dann

/ (grad(f)(x),dz) = F(1(8)) — f(+(a)) -

Beweis. Sei 7y : [a,b] — U eine C'-Kurve. Mit Hilfe der Kettenregel und des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung folgern wir

F(1(@)) - Fr(8)) = / (fo)(t)dt

b
~ [ (G eonio -+ g aom0 ) - JCEGERES

Die Aussage von Satz 3.5.16 kann umgekehrt werden. Das ist der Inhalt von

Satz 3.5.17 Sei U eine offene Teilmenge von R™, sei F' : U — R™ stetig und sei f : U — R
derart, dass fir alle C*-Kurven ~y : [a,b] — U

/ (F(x),dz) = f(4(b)) — f(~(a))

gilt. Dann ist f stetig differenzierbar und F = grad(f), d.h.

of

F; =
8.%1'

fir i=1,...,n. (3.5.1)

Beweis. Da F stetig ist, geniigt es (3.5.1) zu zeigen. Sei {eq, ..., e, } die Standardbasis von R™ und
selen © € U und i € {1,...,n} fixiert. Wir wéhlen § > 0 derart, dass Bs(z) C U und definieren
Cl-Kurven vy 5 : [0,8] = R™ und v_ 5 : [0, 5] — R™ fiir s € ]0, 4] durch

Yrs(t) =z +te; und _  (t) =z —te; .
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Nach Voraussetzung gilt dann

L fatse) —J@) L fea() < fes0) 1 [
s—04 S s—0+ S s—04+ S Yis
—81_1)%1+8/05F1(x+tel)dt
und
o fase) < f@) L fe—se) = @) fea(s) < fH-a(0)
s—0— S s—0+ S s—0+ S
= —SE%1+ . <F(aj),dl‘>

S

= lim Fi(x —te;)dt .
s—0+ Jq

Da nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1 s S
lim f/ Fi(x +te;)dt = lim Fi(z — te;) dt = Fy(x) ,
s—0+ S 0 s—0+ 0

ist damit (3.5.1) gezeigt. O

Im Zusammenhang mit den letzten beiden Sétzen stellt sich die Frage, wann zu einer Abbildung
F :U — R" eine Funktion f : U — R mit F' = grad(f) existiert. Ist F' stetig differenzierbar, so ist
nach dem Satz von Schwarz
or;  OF;
E)xj - Gxi
eine notwendige Bedingung dafiir. Die unten angegebene Version des Lemmas von Poincaré basagt,
dass diese Bedingung fiir sternférmige Mengen U auch hinreichend ist.

fir 4,j=1,...,n (3.5.2)

Definition 3.5.18 Fine Menge U C R”™ heifit sternformig : <= Es gibt ein y € U mit
y+tlx—y)eU firale zeUundtel0,1].

Beispiel 3.5.19 Alle konvexen Teilmengen von R™ sind sternférmig. Insbesondere sind R™ und
jede offene Kugel Br(z) C R™ sternférmig. O

Satz 3.5.20 (Lemma von Poincaré) Sei U C R" offen und sternférmig und sei F' € C1(U,R™).
Gilt (3.5.2), so existiert eine Funktion f € C*(U,R) mit F = grad(f).

Beweis. Gelte (3.5.2) und sei f: U — R durch

f(x) ;:;xj/o Fj(ta) dt

definiert. Nach Satz 3.3.5 ist f stetig differenzierbar und

oF )—/1F»(t )dt+zn: -8/1F-(t )dt—/lF»(t )dt+i 4/1t6Fj(t ) dt
afix_o o j:lxjaxio e ~Jo o j:1$]o ;-

i

! " OF, |
:/0 Fi(tx)—ktjz::lxja—xj(tm) dt:/o (R (t2) dt = Fi(x)

firi=1,...,n. O

Das folgende Beispiel zeigt, dass Satz 3.5.20 falsch wird, wenn man die Voraussetzung der
Sternférmigkeit von U weglésst.
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Beispiel 3.5.21 Sei U = R? \ {0} und sei F = (Fy, Fy) : U — R? durch

X9 gt
F =——7 d F =
1(.’1317$2) x%_’_xg un 2(x17x2) x%—i—x%
definiert. Dann gilt
OF,  OF,
8372 a 8.’171 '

Fiir das Kurvenintegral von F lings der Kreislinie v : [0, 27r] — R?, ~(¢) := (cos(t), sin(t)), berech-
net man aber

[T i) Y1(t)75(t) Y ) B
/7<F(x)’dx> a /0 ( T2 17202 T (0)? +272(t)2> = /0 (s(6) + cos*(t)) dt =2

Folglich existiert keine Funktion f : U — R mit F' = grad(f), denn sonst miisste das angegebene
Kurvenintegral nach Satz 3.5.16 den Wert 0 haben. 0

Fiir eine Reihe von Betrachtungen ist es vorteilhaft, den in Definition 3.5.1 eingefiihrten Kurven-
begriff etwas abzuschwichen. Insbesondere méchte man auch liangs Kurven mit “Ecken”, also z.B.
léngs eines Polygons in einfacher Weise integrieren kénnen. Dazu wird definiert:

Definition 3.5.22 (i) Eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve in R"™ ist eine stetige
Abbildung v : [a,b] — R™, fiir die es eine Zerlequng a = to < t; < --- < t, = b von [a,b]
derart gibt, dass die Finschrinkungen 7’[t- L] i1=1,...,k, stetig differenzierbar sind.

1— 1y ¥

(ii) Fine stickweise stetig differenzierbare Kurve 7y : [a,b] — R™ heifit geschlossen : <= v(a) =
~v(b). Sie heifit einfach geschlossen : <= Sie ist geschlossen und ’7|[a ] ist injektiv.

Ist v : [a,b] — R™ eine stiickweise stetig differenzierbare Kurve und sind a =t < t; < --- <t =b
wie in Definition 3.5.22, so sagen wir, dass 7y aus den C!'-Kurven Vi) = 7|[t- Lt i=1,...,k,

1— 1y ¥
zusammengesetzt ist.

Die Bogenlinge und das Kurvenintegral lassen sich in naheliegender Weise fiir stiickweise stetig
differenzierbare Kurven verallgemeinern:

Definition 3.5.23 Sei v : [a,b] — R™ eine aus den C'-Kurven Y@y, ¢ = 1,...,k, zusammenge-
setzte stiickweise stetig differenzierbare Kurve, sei y([a,b]) € M C R™ und sei F = (Fy,...,Fy,) :
M — R"™ stetig. Die Bogenlidnge von v ist

k
L(y) = ZL (V) - (3.5.3)

1=1
Das Kurvenintegral von F lings vy ist
k
/(Fl(x) dzy + -+ Fy(x) day,) == Z/ (Fy(z)dzy + -+ Fy(x)dz,) . (3.5.4)
v i=1 7

Bemerkung 3.5.24 Sind ;) : [a;, b)) — R™, i =1,...,k, irgendwelche C'-Kurven mit

Yoy (0i) = Yy (aivr) fir o=1,... k-1,

so kann man diese nach affiner Umparametrisierung zu einer stiickweise stetig differenzierbaren
Kurve v zusammensetzen. Aufgrund der Sitze 3.5.7 und 3.5.13 gelten auch dann die Gleichungen
(3.5.3) und (3.5.4). O
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3.6 Mehrfache Integrale, Volumen und Integralsitze

Indem man anstelle von abgeschlossenen Intervallen in R so genannte n-dimensionale Quader
[a1,b1] %« - - X [an, by] in R™ betrachtet und dann sémtliche Begriffe aus den Definitionen 3.2.1, 3.2.4,
3.2.6 und 3.2.8 iibertragt, gelangt man zum Riemannschen Integral auf beschrankten Teilmengen
von R™. In gewissen Féllen kann dieses Integral als ein mehrfaches Integral ausgedriickt und da-
mit auf die Integration von Funktionen einer Verénderlichen zuriickgefiihrt werden. Fiir Details
verweisen wir auf Heuser, Lehrbuch der Analysis, Teil 2, Kapitel XXIIT oder Walter, Analysis 2,
7.

Definition 3.6.1 Fine Menge A C R"™ heifst Normalbereich : <= A ist durch Ungleichungen
der Gestalt

3(151,1’2) 5 (361)

@n(xlax% o 77;71—1) S T S wn(xhx% .. a'rn—l)
gegeben, wobei a, b reelle Zahlen und s, s, ..., On, Yy stetige Funktionen mit a < b und
(Pi(xla e ,Iifl) S 'll)i(Lﬂl, e ,ZL’Z‘,1) f’li?” ’L = 2, oy

sind.

Beispiel 3.6.2 Die Ordinatenmenge Ord(¢) = {(z1,22) € R?:a <z <bund 0 < 23 < p(a1)}
einer stetigen Funktion ¢ : [a,b] — [0, 00| ist ein Normalbereich in R2. O

Ist A € R"™ beschréinkt und ist f : A — R Riemann-integrierbar, so bezeichne [, f(z)dz das
Riemann-Integral von f. In den néchsten beiden Sétzen sind die fiir die Berechnung wichtigsten
Eigenschaften des Riemannschen Integrals von Funktionen mehrerer Verinderlicher zusammenge-
stellt.

Satz 3.6.3 Seien A, B C R"™ beschrinkt.

(i) Sind f1, fo : A — R Riemann-integrierbar, so ist auch oy fi+asfa : A — R fiir alle a1, a0 € R
Riemann-integrierbar und

/A(alfl(a?)+a2f2(sc))dsc:041/Af1(m)dat+a2/Afg(x)dx.

(ii) Ist f : AU B — R derart, dass f|A und f‘B Riemann-integrierbar sind, so sind auch f,
f!A \ B’ f|B \ A und f|Aﬁ B Riemann-integrierbar und

AUB

f@de= [ f@ydes [ f@)d
A\B B
= s f(z) da:—&-/Af(x) dz

= (z)dz + (z)dx +/ flx)da .
A\B B\A ANB
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(iii) Ist A ein durch die Ungleichungen (3.6.1) gegebener Normalbereich und ist f : A — R stetig,
so ist f Riemann-integrierbar und

b pa(x1) Y (L1500 Tn—1)
/f(m)dx:/ / / flzi,zo,...,xy)day, | -+ dag | day .
A a ‘P?(wl) ‘Pn($17~~;$n—1)

O
Beispiel 3.6.4 Sei D := {.’L’ eER?:|z| < 1}. Dann ist
9 T
rsdr = — .
R
Da né&mlich D durch die Ungleichungen
—1<2; <1 und f\/lfx% <9 < lfx%
beschrieben ist, haben wir
1 py/1—x2 9 rl
/x%dx:/ / x%dl‘gd%l:*/ (1—x)3/2dx1
D —1J-\/1-22 3/
2 71'/2 4 T
=z tdt = — .
3 /_77/2 cos™(t) 1
Dabei wurde die Substitution z; = sin(¢) benutzt. O

In Analogie zur Substitutionsregel fiir Integrale von Funktionen einer Verdnderlichen gilt:

Satz 3.6.5 Sei U C R" offen, sei ® : U — ®(U) ein Lipschitz-stetiger C*-Diffeomorphismus und
sei A C U beschrinkt. Dann ist eine Funktion f : ®(A) — R genau dann Riemann-integrierbar,

wenn (f o @)

0P
det ((%E) ‘ : A — R Riemann-integrierbar ist, und in diesem Fall gilt

[ s [ swiop e (2200

Beispiel 3.6.6 Wir berechnen fA x1 dxq, wobei

A= {(ml,xg) eR?: 2,20 >0und 1 §x§+x§ < 2} )
Sei & = (@4, P,) :]0,3[ x |-, 7| — R? durch
O(r,0) := (rcos(f),rsin(6))

definiert. Nach Satz 2.4.11 und Beispiel 2.4.14 erfiillt ¢ die Voraussetzungen von Satz 3.6.5. Wegen
A =®([1,2] x [0,7/2]) haben wir somit
0P

vol(A) = / xpdx = /[1 . D1 (r,0) |det (8(1" 7 (r, 9)) ‘ d(r, 9)

// TCOS d9dr—/rdr—§
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Beispiel 3.6.7 Sei ¢ : [a,b] — [0, 4+o00[ stetig. Dann ist

b re(z1) b
/ dz = / / dzo dzy = / o(z1)day .
Ord(p) a JO a

Das heifit, das Riemann-Integral der konstanten Funktion z € Ord(y) — 1 € R stimmt mit dem
in Definition 3.2.9 erkldrten Flicheninhalt von Ord(y) iiberein. O

Das nutzen wir, um auch fiir allgemeinere Mengen einen Flécheninhalt bzw. ein Volumen zu defi-
nieren.

Definition 3.6.8 Fine Menge A C R" heifit Jordan-messbar : <= A ist beschrinkt und die
konstante Funktion x € A — 1 € R ist Riemann-integrierbar. In diesem Fall wird

vol(A) = /A dz

das Volumen von A genannt. Ist n = 2, so nennt man vol(A) auch den Flicheninhalt von A.
Fiir das Volumen von so genannten Rotationskérpern berechnen wir:

Satz 3.6.9 Sei ¢ : [a,b] — [0, +o0[ stetig und sei A(p) der durch die Rotation von Ord(yp) um die
x1-Achse enstehende Korper, d.h.

Alp) :={z eR®:a <z <bundaj+ a3 <p(x1)?} .
Dann st .
vol(A(yp)) = 77/ o(t)*dt .
Beweis. Der Rotationskérper A(p) kann durch die Ungleichungen

a<z <b, —p(@) <z <@(rr) und —\/o(r1)? — 23 < a3 < y\/o(r1)? — 23

beschrieben werden. Unter Benutzung der Substitution x5 = ¢(x1)sin(s) erhalten wir

b ro(z)
vol(A(p)) = 2/ / \o(x1)? — 23 dzo dry
a J—p(@1)
b /2 b
= 2/ o(x1)? dxl/ cos?(s)ds = w/ o(x1)?day .
a —7/2 a

O

Wir wollen im Folgenden einen fundamentalen Zusammenhang zwischen Integralen iiber ebenen
Gebieten und Kurvenintegralen ableiten. Zur Formulierung benotigen wir eine Vorbereitung.

Definition 3.6.10 Fine geschlossene Jordan-Kurve in R" ist eine stetige Abbildung v :
[a,b] — R™ mit der Eigenschaft, dass y(a) = v(b) und ’V|[a b| injektiv ist.

Insbesondere ist jede einfach geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kurve eine geschlossene

Jordan-Kurve.

Die Aussage des néchsten Satzes ist anschaulich plausibel, aber schwer zu beweisen.
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Satz 3.6.11 (Jordanscher Kurvensatz) FEine geschlossene Jordankurve v : [a,b] — R? un-
terteilt R? in zwei offene und zusammenhingende Mengen. Das heifit, es gibt zwei offene und
zusammenhéngende Mengen Uy, Us C R? mit

UiUU; =R*\ y([a,b]) und UyNU;=90.

Dabei ist genau eine der Mengen Uy, Uy beschrdnkt. g

Definition 3.6.12 Sei v : [a,b] — R? eine geschlossene Jordan-Kurve in R? und seien Uy, Uy wie
in Satz 3.6.11. Die Vereinigung von y([a,b]) mit derjenigen der Mengen Uy, Us, welche beschrinkt
ist, wird die von -y eingeschlossene Fliche genannt. Wir bezeichnen diese Menge mit (7).

Jetzt konnen wir das oben angekiindigte Resultat formulieren.

Satz 3.6.13 (Satz von Stokes in der Ebene) Sei v : [a,b] — R? eine positiv orientierte aus
reguliren C'-Kurven zusammengesetzte einfach geschlossene stiickweise stetig differenzierbare Kur-
ve, sei U eine offene Teilmenge von R? mit Q(y) C U und sei F = (F1,Fy) : U — R? stetig
differenzierbar. Dann gilt

L (Flo)de) = [ . (gfju) _ gg;(x)) i

Beweis. Indem man §2(7) in geeigneter Weise zerlegt, kann man 0.B.d.A. annehmen, dass
Q(v) = Ord(p)

fiir eine C''-Funktion ¢ : [0,b] — [0, +oc[ und dass 7 aus den C'-Kurven

Yy ¢ 0,0] = R?, Yy(t) = (t,0)

Y2) : [0, 0(b)] — R2 Y2y (t) = (b, 1),

V@ : [-6,0] = R?, Y3) () = (=t 0(=1)) ,
Yyt [—¢(0),0] — R2 s Y() =(0,-t),

zusammengesetzt ist. Damit gilt

4

A ), dx) Z Ky(l)

b o(b)
:/ Fl(t,O)dH—/ Fo(b, 1) dt
0 0
b »(0)
- / (Fy(t 0(0)) + Falt, () (£)) dt — / Fy(0,0) dt |
0 0

Wegen
d o(z1)

w(z1) OF,
4 Fa(a1, 25) daa = Fa(, (@) (1) + /

dxy 0 0z (xl’ z2) dz)
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erhalt man andererseits

/ﬂ(w (ﬁ(@ - gi(@) da

w(z1) 8F w(z1) 3F
/ / 2 £L‘1,LIJ2 dxgdl‘l / / 1 xl,xg)d$2d$1

SD(Il)
:/ 7\/ Fg(ml,fEQ)dl'QdiKl—/ FQ(ZL’l,gO(l'l))QD/("El)de
o dz1 Jo 0

b pe(z1) or,
— —(x1,x2) dao dx
/0 /0 a@( 1, T2) dzo dzy

o(b) ©(0) b ,
_ / Fy(b, 29) s / Fa(0, 3) das — / Fy(ar, (1))@ (1) day
0 0 0

b
—/ (Fi(x1, o(x1)) — Fi(21,0)) day .
0
Das ergibt die Behauptung. O

Folgerung 3.6.14 Sei vy wie in Satz 3.6.13. Dann ist
1

vol(Q(v)) = /xl dzo = —/3:2 dzy = 7/(321 dze — zodxy) .
8! ¥ 2 Jy
Beweis. Seien F,G : R? — R? durch
F(z1,22) = (0,21) und G(z1,22):= (—x2,0)

definiert. Nach Satz 3.6.13 haben wir dann

[/xl dze = /7<F(x),dx> = /Q(W) <gf:j(m) - gi(@) dz = /Q(W) dz = vol(Q(7))

und genauso

sz de; = L<G(x),dx> = /Qm (ggf(:c) 2?21( )> dz = /Qm dz = vol(Q(7)) .

Die dritte Gleichung folgt aus der ersten und zweiten. 0

Beispiel 3.6.15 Die von der Ellipse v : [0,27] — R?, y(t) := (acos(t),bsin(t)), eingeschlossene
Flidche hat den Fliacheninhalt
vol(Q(v)) = mab .

Nach Folgerung 3.6.14 ist ndmlich

vol(Q

/ X1 dl‘g — T2 daﬁ)
v

2m

(abcos®(t) + ab sin? (t)) dt = mab .

N | m\»—t

S~

Wir wollen jetzt noch weitere Konsequenzen aus dem Satz von Stokes ziehen.

Definition 3.6.16 Sei U C R" offen.
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(i) Ein Vektorfeld auf U ist eine Abbildung X : U — R™.

(i) Ist X = (X1,...,X,) ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U, so nennt man die Abbil-
dung

0X;

ox;

div(X): U - R, div(X)(z) := Z (),

die Divergenz von X.

Definition 3.6.17 Sei v = (y1,72) : [a,b] — R? eine positiv orientierte einfach geschlossene
requlire C*-Kurve. Dann heifit die Abbildung

vilab] =R, v(t) = (1), -1 () ,
das duflere Normalenfeld an Q(v).
Den Vektor v(t) erhiilt man, indem man +/(¢) in negativem Sinn um dem Winkel 7/2 dreht.

Insbesondere sind die Vektoren +/(t) und v(¢) orthogonal zueinander. Auflerdem weist v(t) aus
Q(v) heraus.

Satz 3.6.18 (Gaussscher Integralsatz in der Ebene) Sei 7y : [a,b] — R? eine positiv orien-
tierte einfach geschlossene regulire C*-Kurve, sei U eine offene Teilmenge von R?* mit Q(y) C U
und sei X ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf U. Dann gilt

b
[ avx)@de= [ (Xa).e)d,
Q)

a

wobei v das dufere Normalenfeld an Q(y) ist.

Beweis. Wir wenden Satz 3.6.13 auf

F:U—-R?, F(x):

(=Xa (), Xa(2)) ,

an und erhalten

/Q(A/) div(X)(z)dz = /Q(v) (gi‘f(w) - gf;@)) dz = /y(F(x)vd@

b b
- / (—Xa (V) () + Xa (3 ()a(0)) dt = / (X(4(8)), v(t)) dt .

Folgerung 3.6.19 Seien v, v, U und X wie in Satz 3.6.18 und sei f € C*(U,R). Dann ist
b
/ @) X) @) + (), X)) = [ 0 ) o).
Y a

Beweis. Wie man einfach nachrechnet, ist
div(fX) = fdiv(x) + (grad(f), X) .

Folglich gelangt man zu der Behauptung, indem man Satz 3.6.18 auf das Vektorfeld fX anwendet.
O
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Definition 3.6.20 Sei U C R" offen. Die Abbildung
A:C*U,R) — CU,R), A(f) := div(grad(f)) ,
heifst der Laplace-Operator auf U.
Lemma 3.6.21 Sei U C R” offen.
(i) Fiir alle f € C*(U,R) gilt
NG s

i=1 Ou?
(ii) Der Laplace-Operator ist linear, d.h. fir alle f, fo € C*(U,R) und alle a1, a0 € R st
Alarfi + azfo) = a1 A(f1) + a2A(f2) -
(ili) Fir alle f1, fo € C*(U,R) ist

A(fif2) = 1A(f2) + 2A(f1) + 2 (grad(f1), grad(f2)) .

Beweis. Die Behauptungen (i) und (ii) sind offensichtlich, die Behauptung (iii) ist leicht nachzu-
rechnen. 0

Satz 3.6.22 (Greensche Formel) Seien v, v und U wie in Satz 3.6.18. Fiir alle f; € C*(U,R)
und alle fo € C*(U,R) gilt dann

b
L (@A) + ()0 g ) @) e = [ A0 G £ 610,00 o

Beweis. Das ist die Aussage von Folgerung 3.6.19 fiir X = grad(fs). O
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